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Vorwort. 


Bekanntlich ist es für die algebraischen Functionen von 
fundamentaler Wichtigkeit, dieselben nicht jede einzeln für 
sich, sondern, wo es möglich ist, alle aus einer (irreductibeln) 
algebraischen Gleichung entspringenden in ihrer Zusammen- 
gehörigkeit zu betrachten. In vielen Fällen wird durch 
diesen Kunstgriff allein die eigentliche Schwierigkeit der 
algebraischen Irrationalität geradezu aufgehoben, indem die 
symmetrischen Functionen aller Wurzeln einer algebraischen 
Gleichungrationale Functionen der Coefficienten der Gleichung 
werden *). | 

Ebenso wichtig erweist es sich für das Studium, ins- 
besondere für die Darstellung der transcendenten (nichtalge- 
braischen) Functionen, alle diejenigen als zusammengehörig 
der Betrachtung gleichzeitig zu unterziehen, welche unter- 
einander selbst oder deren Argumente untereinander in alge- 
braischer Verwandschaft stehen. Viele Eigenschaften der 
Functionen treten dadurch viel klarer, übersichtlicher, ver- 
wendbarer hervor; aber auch viele Eigenschaften können 
nur auf diese Weise allein zum Vorschein kommen, 
ja viele und sehr wichtige Eigenthümlichkeiten entstehen 
begrifflich erst durch die gleichzeitige Betrachtungs- 
weise der zusammengehörigen ‚„Gofunetionen‘. Diese 


*) Dieses längst gefühlte und theils bekannte Princip ist eben als 
Princip mit seinen äussersten Consequenzen durch die Arbeiten von 


Kronecker und seinen Schülern zur vollen Durchführung gelangt. 
a” 


131694 
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Thatsache wurde bereits empfunden bei und seit der Ent- 
stehung der trigonometrischen, der ersten der überhaupt exi- 
stirenden transcendenten Functionen: zum Sinus musste man 
sich gleichzeitig den Cosinus bilden und sie beide als 
„Cofunetionen“ betrachten. Die algebraische CUofunc- ' 
tionalität kommt hierbei entweder in Gestalt einer alge- 
braischen Relation zweiten Grades (mit zwei Unbekannten) 
mit rationalen Coefficienten u? + v® — 1= 0 zum Vorschein, 
welche beide Cofunctionen zusammen identisch befriedigen, 
wenn man = sinz, v= cosx setzt; oder auch als das 
sogenannte algebraische Additionstheorem, welches zwischen 
den Cofunctionen verschiedener Argumente, wie 


sin (% + y) = sin cosy + siny cos® 
c08 (& + Y) = cos® cosy + sinz siny 


stattfindet. Oder endlich auch als lineare homogene 
Relation zwischen cosx, sin& einerseits und e'*, e”'* anderer- 
seits. 

Diese letztere Relation (aus der die ersteren leicht folgen) 
verdient, als einfachere, als lineare homogene, den Vorzug. 
Aus dieser ersieht man aber auch sofort, dass aus derselben 
Exponentialfunetion noch andere Cofunctionen, wie z. B. 
die hyperbolischen, als lineare homogene Functionen von 
e® und e”* und die allgemeineren als lineare homogene 
Functionen von 


- £ n—1,. 
e, e'n® en? SUN en x 
folgen, wenn r„ eine primitive Wurzel von © — 1= 0 


bedeutet. 


Dieses Princip kommt als solches, als Prineip 
zur Geltung, wenn man allgemeiner aus irgend 
einer Function f (x) (als „Hauptfunetion“ an- 
statt e”) solche » lineare homogene Functionen 
von 


TAog2) Do ee ee lau) 
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als Cofunetionen bildet, zwischen denen selbst 
keine lineare homogeneRelation besteht, wobei 


&o, &;, N, One 


Wurzeln einer „determinirenden“ allgemeinen 

(irreductibeln)algebraischenGleichungn'” Grades 
d(2) — 0 

bedeuten. 

Man wird natürlich durch dieses Princip keine Erweiterung 
des Gebietes der transcendenten Functionen erwarten können, 
es werden durch dasselbe keine neuen Transcendenten aus 
algebraischen Functionen geschaffen, sondern die algebraisch 
verwandten einer bereits vorhaudenen Transcendenten werden 
gleichzeitig in Betracht gezogen. Aber diese Betrachtungen 
sind nicht minder wichtig als die der trigonometrischen 
Functionen neben der Exponentialfunction, oder die der 
symmetrischen Functionen für die Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung, oder die Zurückführung der Betrachtung einer 
algebraischen Grösse auf diejenige einer rationalen, 
indem mit jener die ihr algebraisch conjugirten gleichzeitig 
in Betracht gezogen werden. 

Es erweistsich, wiemanim vorliegenden Werke 
ersehen wird, die Nützlichkeit derCofunctionen 
insbesonderetheilsfür dieDarstellungundtheils 
für die Entdeckung von Eigenthümlichkeiten 
soleher Functionen, welche durch gewisse Glei- 
chungen (algebraische, oder Differentialgleichungen) 
definirt werden. 


Die Wahl einer speciellen determinirenden Gleichung, 
wie etwa der binomischen © — 1=0, hat, wo es nützlich 
ist, genau denselben Sinn wie die in der Analysis oft an- 
zutreffende Zurückführung auf Normaltypen. 

Ebenso und zuweilen mit grösserem Vortheil kann man 
eine andere Abel’sche Gleichung zu Grunde legen; zuweilen 
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wird es vortheilhafter sein, eine Geichung mit lauter reellen, 
aber von einander verschiedenen Wurzeln zu Grunde zu legen. 
Auch die Irreductibilität ist nicht durchaus nothwendig; nur 
wird man, wenn eine reductibele Gleichung als determinirende 


genommen wird, als Fundamentalsystem die Cofunctionen 


erst — wenn z. B. Gruppen von gleichen Wurzeln vorhanden 
sind, gruppenweise — mit gewissen ganzen Functionen 
multipliciren. Für verschiedene Fragen ist es sogar zweck- 
mässig, ein System von verschiedenen Normaltypen gleich- 
zeitig zu Grunde zu legen; auch kommt es vor, dass mehr 
als eine Hauptfunction nothwendig wird. Indess schien es 
angemessen zu sein, den ersten Fall x — 1 =0 zuerst mit 
grösserer Ausführlichkeit und ausschliesslich zu behandeln 
und erst später auf jene Erweiterungen einzugehen, wiewohl 
in manchen Fällen andere Wahlen gewisse Complieationen 
beseitigt oder Beschränkungen leichter aufgehoben hätten. 

Seit der Entstehung dieser Gedanken sind dem Verfasser 

bereits mehr denn zwölf Jahre verflossen. (Der Vortrag 
„Gegenseitigkeit von Partial- und circumplexen Functionen 
und Reihen“ ist am 19. Sept. 1879 gehalten und im Tage- 
blatt der Versammlung deutscher Naturforscher und Aerzte 
erschienen.) In dieser Zeit hat sich wohl das Gebiet der 
Anwendungen bedeutend erweitert; erwähnenswerth dürften 
folgende sein: 

1. Einheitliche Lösung der algebraischen Gleichungen der 
ersten vier Grade und einiger speciellen Gleichungen. 
(Doctordissertation 1880; Abschnitt III des gegen- 
wärtigen ersten Bandes.) | 

2. Darstellung der Integrale linearer Differentialgleichun- 
gen der Fuchs’schen Olasse, von einem Gesichtspunkte 
ausgehend, der eine Erweiterung für eine analoge 
Classe nichtlinearer Differentialgleichungen ermög- 
licht. (Vorlesungen in verschiedenen Semestern, zum 
erstenmal im Sommersemester 1884 gehalten an der 
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Universität zu Heidelberg; Abschnitte VI und VII des 
gegenwärtigen I. Bandes.) 

3. Darstellung der Wurzeln einer allgemeinen alge- 

. braischen Gleichung mit constanten, oder variabeln 
Coefficienten, mit Hülfe von Cofunctionen aus Potenz- 
reihen; mit vollständiger Durchführung einiger Bei- 
spiele: a) binomische Gleichungen, b) Gleichungen der 
ersten fünf Grade, c) trinomische Gleichungen. (Habili- 
tationsschrift 1883; Abschnitt VIII des gegenwärtigen 
Bandes.) 

4. Darstellung der Integrale einer Classe nichtlinearer 
Differentialgleichungen in der Umgebung eines Punktes, 
für welchen die Üoefficienten unendlich, oder un- 
bestimmt werden, mit Hülfe von Cofunctionen zweiter 
Stufe. (Vorlesungen, gehalten im Sommersemester 1885, 
Wintersemester 1886—87; die letzten Abschnitte dieses 
Bandes.) | 

5. Uebertragung einiger Begriffe auf das Gebiet der Zahlen- 

theorie: „arithmetische Cofunctionen“. (Begrün- 
dung zum erstenmal in diesem Bande aufgenommen.) 

Dagegen kann sich der Verfasser keineswegs der Ueber- 

zeugung verschliessen, dass auf jedem einzelnen der genannten 

Gebiete noch gar viel geschehen müsste, um gewisse funda- 

mentale Fragen abgerundet zu beantworten, um manche 
unnöthige Complication in Form und Inhalt zu beseitigen, 
um manches Nebensächliche wegzulassen und manches wesent- 
lich Fehlende hinzuzufügen. Gerade die Beschäftigung mit 

Erweiterungen des Gesichtskreises, welche sich von selbst 

aufdrängten-und mit Prineipien*®), welche ursprünglich sich 





*) Besonders erwähnenswerth ist das Princip allgemeiner alge- 
braischer und analytischer Iterationen, welches (wie ich theils gezeigt 
und theils noch zeigen werde) berufen ist, neue Transcendenten in die 
Analysis einzuführen und sogar, wie ich zeigen werde, als natürliche 
Quelle der Transcendenten überhaupt aufgefasst werden kann, 
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aus jenen entwickelten, später aber selbstständig wurden und 
sich bedeutend ausdehnten, war es zum Theil, zum Theil 
auch mancher harte Schicksalsschlag des Lebens, welche es 
dem Verfasser bisher unmöglich machten, gar Manches, was 
er gewünscht hätte, zu einer Abrundung beizutragen. 

Trotzdem entschloss ich mich endlich — nach langem 
Zögern, aber auch nach reiflicher Ueberlegung — zur Ver- 
öffentlichung. | 

Wenn unbefangene Gelehrte nur finden sollten, dass (von 
Nebensächlichem wie etwa Benennungen und Bezeichnungen 
abgesehen) in der Hauptsache doch ein gesunder methodischer 
Kerngedanke vorhanden sei, welcher sich für die Mathematik 
fruchtbar machen lässt, so würde auch diese Anerkennung mir 
schon Belohnung genug sein. 


Heidelberg, December 1891. 


Der Verfasser. 


ABSCHNITT VIIL 


DARSTELLUNG DER WURZELN EINER ALLGEMEINEN 
ALGEBRAISCHEN GLEICHUNG »'* GRADES 


MIT HÜLFE VON 


COFUNCTIONEN AUS POTENZREIHEN 


IN ELEMENTARER BEHANDLUNGSWEISE. 








Einleitung. 


31. 
Erinnerung an einige frühere Ergebnisse, welche für die 
Folge wichtig sind”). 

a) Nachdem ich gezeigt habe, dass die Beziehungen, 
die zwischen den coordinirten Cofunctionen obwalten, eine 
einheitliche Lösung algebraischer Gleichungen der ersten vier 
Grade sowohl, wie die einiger Gleichungen von ganz specieller 
Natur (der Gleichungen mit lauter gleichen Wurzeln und 
binomischen Gleichungen, die den einfachsten Fall von solchen, 
welche lauter verschiedene Wurzeln haben, bilden) in der 
natürlichsten Weise lieferten, will ich nunmehr zeigen, wie 
dieselben Beziehungen auch für den allgemeinsten Fall einer 
Gleichung n!“® Grades mit variablen Üoefficienten als natür- 
lichster Ausgangspunkt zur Lösung dienen können, wenn die 
Lösung auch, natürlich, nicht mehr in geschlossner Form 
(nach dem Abel’schen Beweise ist ja dieses ohne Einführung 
von Transcendenten schlechterdings unmöglich), sondern in 
Form von Potenzreihen zum Vorschein kommt. 

b) Es sei die Gleichung nt®® Grades nach z in der Form 


DEE) — 2 De) IE pn ale)ar er 
+ 91(2)2 + go(a) — 0 


*) Es sind dieses Ergebnisse einer früheren Arbeit des Verfassers, 
welche unter dem Titel „Lineare homogene Cofunctionen“ von 
der Facultät der Univ. Heidelberg als Doctor-Dissertation genehmigt 
wurde, zuerst im Russischen vollständig und darauf im Deutschen, 
als Vortrag zu Salzburg, vorläufig nur im Auszuge erschienen war; 
nunmehr aber ausführlich mitsammt dem gegenwärtigen Abschnitte, 
der 1883 als Habilitationsschrift diente, in diesem Werke unter An- 
derem aufgenommen wird. Die in dieser Einleitung gegebene kurze 
Repetition dürfte ausreichen, damit das Folgende für sich allein gelesen 
werden könnte. 


H. ScuarırA, Cofunctionen. I, 2. 1 


2 Abschnitt VIII. Einleitung. $1. 


gegeben, wobei die Coefficienten von 2 gewisse Potenzreihen 
einer Variabeln x, von der Form 


9 ()erno tr ıC Han + tgl 

sein sollen, indem % einen der n ganzzahligen Werthe 
k=0,1,2,:-„n—1 

annimmt, und die Grössen «,, ganz beliebige Constanten 
sind, welche jedoch der Bedingung genügen, dass sämmtliche 
9. (x) in einem und demselben Gebiete von x in der Um- 
gebung von 20 (oder ebenso für die Umgebung des Punctes 
x = b, wenn die Potenzreihen 9. (x — b) nach Potenzen von 
x — b fortschreiten) convergent*) sin. Wir können uns 
dann auch hier, ganz analog, wie wir es bei Gleichungen 
der ersten vier Grade mit constanten Üoefficienten gethan 
haben, die Frage stellen, ob und unter welchen Umständen 
man mit Hülfe unserer Fundamentalformeln für die sym- 
metrischen Functionen der Oofunctionen eine Potenzreihe 


(w) d)= ta ta + tagt 
als Hauptfunction derart bestimmen kann, dass entweder die 
n eircumplexen**) Functionen n!® Classe 


ferr8), hA=0,12,..,n—1), 


*) Zur Vermeidung unnöthiger Complicationen wollen wir ein für 
allemal die Voraussetzung machen, dass überall, wo wir mit unendlichen 
Reihen zu operiren haben, solche gemeint sind, bei denen die Reihen 
der Moduli convergent sind, wenn nicht das Gegentheil gesagt werden wird. 

*#) Diese Benennung habe ich in meinen bereits früher genannten 
und in anderen Schriften eingeführt. Obgleich dieselbe nicht als eine 
glückliche zu bezeichnen ist, so habe ich mir dennoch erlaubt, die- 
selbe in der gegenwärtigen Abhandlung beizubehalten, um hierdurch 
etwaige für das Verständniss des Zusammenhangs mit meinen früheren 
Arbeiten entstehende Schwierigkeiten zu vermeiden. 

Uebrigens habe ich in der Einleitung zu den ersten Abschnitten 
des oben angeführten Werkes $ 1 diese Benennung dadurch gerecht- 
fertigt, dass „circumplex‘“ eigentlich synonym ist mit „complex“, und 
die sogenannten complexen Grössen bilden ja nur einen speciellen Fall 
von den Unsrigen für n=4, day — 1 eine primitive Wurzel von 

a+—1=0 
ist. Ausserdem sollte noch „circum‘“ an den Kreisumlauf erinnern, in 
welchem der successive Uebergang durch die verschiedenen circum- 
plexen Functionen cyclisch geschieht. 
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wobei r„ eine primitive Wurzel der Gleichung 
" —1l1=0 

bedeutet, oder 'die 3 coordinirten Partialfunctionen derselben 
Olasse 

v) En Ft lg 

G=0,1,2,.-;, 1) 

für jeden Werth von & in einem gewissen gemeinschaftlichen 
Convergenzgebiete der Üoefficienten 9,(x) der gegebenen 
Gleichung direct die n Wurzeln derselben Gleichung bilden. 

Nehmen wir zunächst den einen Fall an, es sollen die 
n ceircumplexen Functionen von f(x) die n Wurzeln der 
Gleichung nt!" Grades nach 2 
(A) 5 (2,2) = 0 
für jeden Werth von x innerhalb eines endlichen Gebietes 
liefern. 

c) Bezeichnet man die n-reihige cyklosymmetrische 
Determinante, deren Elemente die n kurz bezeichneten Par- 
tialfunctionen 9), 91, Pa» **", Pn—ı Sind, (wobei also 9,=f,,:(%) 
ist) wie früher mit 2, 

Po Pn—-1 Pn-2 °P 
Po Dazu 


Pi 
DXp) STIEG BEE EN A ee 


Prn-ı -Pn2 Pn-3 * u: % 
und die Summe derjenigen Determinanten, welche man aus 
[OA (») erhält, indem man in derselben je % Zeilen und je 


k zugehörige Colonnen, welche sich in der Nulldiagonale 
(Hauptdiagonale) schneiden, streicht, symbolisch mit 


IIND! 
und endlich noch die Summe der Producte zu je A aus den 


kurz bezeichneten circumplexen Functionen &%, &, ***, -ı 


(wobei also »—=f(r,®) ist) wieder mit 


NY 


N 


1* 
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so haben wir aus unseren allgemeinen Relationen 


K=- ID), (k=0,1,2,..,n—1) 
die n Gleichungen: | 
Po Pn-1 Pn-2°" Pı 
Pı Po Pn-ı1"' Pa 


(0) ® - Dbp)- mm m AR) 


Yu Yu S Po 








Po  Pr-ı P3 
€ — ... 
(1) 1 Dan A Ip (a), 
Pn—2 Pn-3 ‘Po 








(K) au = an D 5) 1 prlR), 














Po Pn 


2 


P„ Po 


= 


Po eh) 




















ea 


> er 1)? Que (2), 


(n—1) S- N = — Pn-ılE). 


2 (>) Po 


Dabei bedeutet in der vorletzten Gleichung E(2) in be- 
kannter Weise die grösste in 5 enthaltene ganze Zahl. Ist 


nun n eine gerade Zahl, so ist E(* 2 > und das letzte 
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in der geschlungenen Klammer ‚enthaltene Glied erhält den 


Factor = vor sich und die vorletzte Determinante heisst dann 








Po Pn = 
Ger 
2 
P, Po 
et 
Ist aber » ungerade, so ist E(?) Er, eZ und ebenso 
ae 22] ei : 
E(FT—)=- I, während Be) ==: . ist, so dass 


das letzte Glied in diesem Falle verschwindet und das vor- 
letzte Glied, in der Form 


Po Pr+i1 


2 











| Paz Po 


2 


erscheint dann als letztes Glied, wie es kommen muss. 


82. 


Einige Eigenschaften der obigen Determinanten. 
a) Die cyklosymmetrische Determinante Do) ist so 


construirt, dass die Elemente der Hauptdiagonale aus lauter 
p, und alle Parallelen zur Hauptdiagonale der Reihe nach 
aus lauter 9,, 29, **', Pn-ı oberhalb und ganz ebenso aus 
lauter 9,, 2,, ° * , Pn-ı unterhalb der Nulldiagonale bestehen, 
so dass die Blemente a,,; und ax, (d. h. solche, welche in 
gleicher Distanz von der Hauptdiagonale und auf einer zur 
sogenannten zweiten Diagonale parallelen Linie liegen) Indices 
besitzen, die sich zu n ergänzen. 

b) Was die übrigen Determinanten betrifft, so entstehen 
für k—=1 aus den verschiedenen Möglichkeiten für die 
Wahl der zu streichenden Reihen n gleiche (n — 1)-reihige 
Determinanten, deren Hauptdiagonale wiederum aus lauter 
p, und die Parallelen zu derselben oberhalb jeweils aus 
Pa P33 °* Pa, unterhalb aus p,, 23, * - ‘, Pn-2 bestehen. 


It k>1 und ist (0 nt, wobei R<n ist, 


so sind Q@ Gruppen von je n gleichen Determinanten vor- 
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handen, welche solchen Fällen der gestrichenen Reihen ent- 
sprechen, wo die Distanzen zwischen den einzelnen Zeilen 
in dem einen Falle den entsprechenden in dem andern Falle 
beziehungsweise gleich sind (wenn sie auch in jedem ein- 
zelnen Falle unter einander verschieden sein können) und 
somit die Freiheit der Wahl sich lediglich auf die cyklische 
Verschiebung des zu wählenden Systems beschränkt. Ausser 
diesen Q Gruppen tritt noch eine Gruppe von R einander 
gleichen Determinanten auf, wobei aber R unter Umständen, 


(wenn () durch » theilbar ist, was z. B. wenn » eine Prim- 


zahl ist, für alle % der Fall sein muss) auch Null sein kann. 


Unter allen diesen +1, oder Q im Allgemeinen verschie- 
denen Determinanten bleiben die zwei Eigenschaften bestehen, 
dass 1) die Hauptdiagonalen aus lauter p, bestehen, und dass 
2) die Summe der Indices zweier Elemente, welche in gleichem 
Abstande zw verschiedenen Seiten der Hauptdiagonale auf 
einer parallelen Linie zur zweiten Diagonale sich befinden, 
immer gleich n ist. 

c) Die Glieder in der ausgerechneten Determinante 


Y% (P) sind alle 1) von der Dimension n — k und 2) vom 


Gewichte (Summe der Producte der Exponenten mit den ent- 


sprechenden Indices eines jeden Factors eines Gliedes) 
| G = 0 (mod. n). . 
Die Bigenschaft (1) ist bei einer (n — k)-reihigen Deter- 


minante selbstverständlich, und ist dieselbe (ebenso wie die 


obigen aus der Construction sich unmittelbar ergebenden 
Eigenschaften) nur deshalb in Erwähnung gekommen, weil 
wir später davon Gebrauch zu machen haben. 

Die Richtigkeit der Eigenschaft (2) ist in folgender 
Weise leicht einzusehen. Da 


c n—1 
(k) pen er ınd Rn i hin 
> De) n rg? 2), 


ist, so wird jedes Glied in yh nämlich: 


> FRI 
Ze 
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n—k yn—1 , 
Ari 
CH, Cm. :* Cnn—x u [:] | >, 2 
0 0 


aus Gliedern bestehen, die die allgemeine Form 
hr (ut. 54 Hy in) Kı Ha Un 
f- Du Pa D;, 
haben, wobei jedes ö respective jedes u einen der Werthe 
a0, 1,2;...,n—1, 


u. 0, 1,2,...,,n—1 
annımmt. Nun kommt aber in N (p) folglich auch 5) ) (p) 


die Grösse- r„ gar micht vor; es muss also, da hier zwei 
gleiche und entgegengesetzte Glieder nicht vorkommen können, 
nothwendig 


vu Fan oa + an un =G=( (mod. nr) 
sein, w. z. b. w. 

d) Nach diesen Bemerkungen sind unsere » Gleichungen 
in p respective vom Grade 


n,(n — 1),---‚,n—k,---, 2,1. 


Wollte man daher im allgemeinen Falle für ein beliebiges 
n aus diesen Gleichungen, ebenso wie wir es mit den Glei- 
chungen der ersten vier Grade wirklich leicht ausgeführt 
haben, die p ohne Weiteres durch Elimination berechnen, 
so würde man immer auf Gleichungen von viel höherem 
Grade als dem der vorgelegten Gleichung kommen. Schon 
fürn=3 und n = 4 trat dieses ein; jedoch waren dort die 
Resolventen leicht reductibel, was aber für n > 4, wie es 
nach dem bekannten Abel’schen Beweise zu erwarten ist, 
aufhört; und für steigende » complicirt sich die Kesolvente 
immer mehr und mehr. 

e) Ganz anders verhält sich aber die Sache, wenn man 
die in diesen bedingungsgemäss identischen Gleichungen an- 
gedeuteten Rechnungen mit den wirklichen Potenzreihen, 
welche einerseits als Partialfunctionen mit noch zu bestim- 
menden az: 


9 = fnıl®) = ua + mar IE AH, 
@G=0,1,2,..,n—|]) 
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und andrerseits als gegebene Coefficienten der Gleichung 


9 (2) = ano F ana rat apa 
(k=0,1,2,..,,» —)) 
auftreten, ausführt, um Recursionsformeln zur Bestimmung 
der a durch die « dadurch herzustellen, dass man die ver- 
langte Gültigkeit dieser Gleichungen, in deren beiden Seiten 
die in einem gemeinsamen Gebiete bestehenden Potenzreihen 
sich befinden, benutzt, in jeder Gleichung alles nach einer 
Seite schafft, nach Potenzen von x ordnet und jeden -Üoef- 
ficienten von & für sich verschwinden lässt”). 

Es wird sich zeigen, dass durch die Einführung des 
irrationalen Begriffes der unendlich oftmal zu wiederholenden 
Operationen der Grad der einzelnen Bedingungsgleichungen 
in jeder der vorzunehmenden Operationen dafür auf sein 
Minimum herabgesetzt wird. Wir werden nämlich zum Be- 
hufe der Bestimmung jener Coeffieienten a der verlangten 


[ee] 

Hauptfunction f(x) = 77a, X nur eine einzige binomische 
0 

Gleichung n‘” Grades und dann für je (n—1) aufeimander- 


folgende Coefficienten je ein System von (n— 1) linearen 
Gleichungen aufzulösen haben **), worin je (n— 1) solcher Coef- 





*) Da unsere Determinanten, so lange n endlich ist, ganze rationale 
Functionen von jenen Partialfunctionen sind, so genügt vorläufig zur 
Rechtfertigung unseres Verfahrens die bekannte Bemerkung: „Ist F 
eine ganze rationale Function von 9,, Pg, 93, . .., wobei diese p ge- 
wisse Functionen von @, %,... sind, welche sich nach ganzen positiven 
Potenzen dieser Grössen in Reihen entwickeln lassen, und substituirt 
man in F für die p die entsprechenden, Potenzreihen und entwickelt 
dann F in combinatorischer Weise in eine Reihe nach Potenzen von 

%,Y,..., 80 ist diese letztere stets unbedingt convergent und ihre 
Summe ist gleich F' für alle diejenigen Werthe von &,%,..., für 
welche die Reihenentwickelungen von g,, 93, 93, ... es sämmtlich sind“, 
(Weierstrass, Ueber die analytischen Facultäten; Crelle’s Journal, 
Bd. 51, Nr. 7, (4).) Wollte man aber unsere Methode auch für den 
Fall eines unendlich grossen n, also zur Aufsuchung der Nullstellen 
einer Potenzreihe anwenden, worauf ich in der gegenwärtigen Abhand- 
lung noch nicht näher eingehen möchte, so würde man noch die Be- 
merkungen (5), (A), (B) derselben Nr, in der angeführten Abhandlung 
zu berücksichtigen haben. 

**) Eigentlich bestimmen sich diese Coefficienten gruppenweise 
zu je n aufeinanderfolgenden; jedoch so, dass einer derselben immer 
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fieienten a immer durch die als gegeben vorausgesetzten Grössen 
« und durch vorhergehende a (welche durch die frühern « aus 
einem vorhergegangenen Systeme bereits bestimmt wurden) sich 
vollkommen und zwar eindeutig berechnen lassen. Und man 
kann somit aus der gesuchten Reihe so viel Glieder berechnen 
als man will. R 

f) Allerdings scheint diese auszuführende Rechnung, wenn 
auch keine principiellen Schwierigkeiten, so doch viel lästige, 
ja fast unüberwindliche Mühe zu verursachen. Um diese 
Mühe zu erleichtern, führe ich eine Operation ein, die an 
und für sich nicht uninteressant zu sein scheint und bei 
weiterer Betrachtung (auf welche ich in der gegenwärtigen 
Arbeit, um den Gedankengang nicht zu viel zu unterbrechen, 
nicht weiter eingehen möchte), sogar verspricht, eine Grund- 
lage zu einer nützlichen Darstellungsweise werden zu können. 
Diese Operation soll hier zunächst kurz begründet werden, 
dann soll eine kurze Anleitung zur Handhabung derselben 
folgen. Es wird sich dann zeigen, dass beliebige ganze 
Functionen von i!® Partialfunctionen nt“ Classe (worunter, 
je nach dem Werthe von n und :, jede allgemeine Potenzreihe 
enthalten sein kann) sich mit Hilfe dieser »Operation wieder 
als solche Potenzreihen leicht formal so darstellen lassen, 
dass gewisse Eigenschaften schon durch die Form selbst sich 
kundgeben. 





direct durch eine für ibn bestehende identische lineare Gleichung 
separat bestimmt wird, während die übrigen (n—1) aus einem Systeme 
von (r—1) linearen Gleichungen durch die vorhergehenden Coefficienten 
ausgedrückt werden. 





Erstes Gapitel. 


sd-Operation; oder Substitutional-Differentiation.”) 


83. 
Definition und einige Folgerungen. 


a) Es sei eine aus Differentiation und Substitution zu- 
sammengesetzte Operation für eine beliebige, eine Ableitung be- 
sitzende Function einer Variabeln «;, etwa F'(u,), oder auch 
eine Function F'(u;,, %i,, . . .) mehrerer Variabeln «:, ı,, - - -, 
wobei der Zusammenhang unter den « ganz beliebig gedacht 
werden kann, unter folgender Definition eingeführt. 

Man bilde im ersten Falle das Differential der gegebenen 
Function nach der Variabeln «;, also 


dFlu) = Fu) - du, 


dann denke man sich mit Bezug auf den Index von u; die 


Substitution E ir A ausgeübt und bezeichne diese Operation 


mit s,, so dass 

SU) = Untı 
wird; darauf ersetze man in dem Ergebnisse der ersten 
Operation den Factor d(w,) durch s„(w,), oder, mit andern 


Worten, man übe die Substitution Bo aus, und bezeichne 


dann die ganze so zusammengesetzte Operation mit dem 
Symbol s,ı d, oder auch einfacher s„d, oder, wo keine be- 
sondere Veranlassung zu Missverständnissen vorhanden ist, 
auch schlechtweg mit sd, so dass im Ganzen als Resultat 


(A) s.dF(u) = F lu) - Unrı 


erhalten wird. 





*) Die Zweckmässigkeit doppelter Benennung, wird später hervor- 
treten. 
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Die auf diese Weise aus Differentiation und Substitution 
zusammengesetzte Operation kann man vielleicht ‚,Substitu- 
tional-Differentiation “, oder „sd-Operation“ und zwar in un- 
serem Falle eine solche ‚‚specielle, lineare, n’ Olasse“ nennen. 

Eine allgemeine lineare würde sein, wenn anstatt der 


obigen "Substitution die allgemeinere ex ir a] ausgeübt 


worden wäre. Die Erweiterung der Definition für eine Sub- 
stitution höhern Grades drängt sich von selbst auf und zeigt 
sich sogar sehr nützlich für die Entdeckung eines merk- 
würdigen Zusammenhanges; wir bleiben jedoch hier bei dem 
einfachen Falle vorläufig stehen, 


Deispiele. 
s„d(sinur) = C08 U: Unıı, 
U 
5dllogu) = Bar 


BE ER 
s,dw)=uu u, 


etc, 


Von dem letzten Beispiele werden wir besondern Gebrauch 
zu machen haben. 

b) Direct aus dieser Definition ergeben sich unmittelbar 
einige Gesetze, die wir sofort hier anführen wollen. 

Wird u; als eine Constante betrachtet, so ist das Diffe- 
rential nach «; und somit auch ,dF(u) Null. 

Da das Differential von AF'(w,) gleich dem von F(w.) 
multiplieirt mit A ist, und da die angedeutete Substitution 
von A unabhängig ist, so bildet man offenbar s,d(A-F (w)), 
indem man s„d(F'(u)) mit der Constanten multiplieirt, also 

— A: Sd (F (u). 

Die Formel (A) hat ihre Gültigkeit für jede Function, 
welche eine Ableitung hat, also ganz besonders im letzten 
Beispiele F(w) = u; für jedes beliebige u, weil die Differen- 
tiation immer gültig, während die Substitution von w über- 
haupt unabhängig ist. 

Ebenso klar ist es, dass man das Resultat unserer sd- 
Operation aus einer algebraischen Summe mehrerer Funetionen 
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F, (u) + F; (w,) + F3 (u,) +; : - beziehungsweise je einer 
Variabeln «;,, ur, U, +, wobei auf alle [ dieselben ent- 
sprechenden Substitutionen 


[ae leer kalaı 


ausgeübt werden sollen, dadurch erhält, dass man die alge- 
hraische Summe der sd-Operationen derselben Ulasse aller 
einzelnen Glieder bildet. — Stellen ‘wir diese elementaren 
Gesetze zusammen, so haben wir zunächst die Formeln 


(1) 5.4 (Oonst.) —0; 
speciell: | 


sd (A u, ) AR mMUEH Al 
n l [ 
* 


—mM _ 
n+1? s„d (%, ) See MU, ; U, 


3) du) = du!) = mHı = U); 

(4) nd, a) EP, a) E)=sndlF,(u)) + 
+5d(F,(w)) +: 

Speciell: 


m—1 


m, Ms MA m—1l 
sd, tu + tu )mu mu tt 


mal 
era, U, Uni 


Aus der letzten Formel ergiebt sich für 


mn my. = Mm=m 


(resp. für \=F,=-.=-f,=Ff) ud eh. -l-]/I 
unter ausschliesslicher Berücksichtigung des obern Vorzeichens 
rückwärts die Formel (2) für ein ganzzahliges A. 

Unter Anderem ist in diesen Formeln auch 
m—1 


+ L)—- Am, Un, E= 


my—1 


Ni, 


s,d(Au +Bu, + Ku 


Mal 


+. bm;u,, 


l, 
Maut Da a u 0772 


enthalten, welche wir oft gebrauchen werden. 
Man kann ferner die Operation für eine Function einer 


- na 


l, 


Function, etwa F(f(u)) dadurch ausführen , dass man zuerst 
dF(f(u)) nach u; bildet und dann du; durch s, u; ersetzt, so dass 
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dF'(f(u,) % 
(d) s„d F (fu) "SE 1a -f (u) « Un-t; 
also speciell z. B. 


s,da +% ) —=#(u u tu) (m; u tm u ')untı, 
was man auch erhalten würde, wenn man den Ausdruck 
(u + u") 
nach dem binomicechen Satze entwickelt hätte und dann Sn d 
aus jedem einzelnen Gliede gebildet. 
Nach ganz analogen Gesetzen kann man die Operation 
an einer Function mehrerer Variabeln vollziehen; nämlich 
(6) ndFl(u,, %r,) = 5, du, Fu, %,) + Sn Our, F (un, %,), 


woraus der Begriff und die Bezeichnung partieller sö-Operation, 
(wofern die Substitution für alle Variabeln dieselbe bleibt *)), 
einleuchtet. 

Für das Product zweier Functionen hat man natürlich 


UF, (%1,) - F, (u:,)) TE 128 (ar) ä F, (uı,) i Un+t, 


ar F, (u,) R 5 (%,) “ Un+t, 
2 (u:,) "Sn dr, (%,) Sr F'(u,) "Sn dF, (%,) 
ung für, — 1 —] 





*) Analoge partielle Operationen in Bezug auf die Substitutionen 
sollen hier ebenso wie noch einige andere mit den obigen verwandte 
Operationen, zwischen welchen bemerkenswerthe Relationen bestehen, 
hier vorläufig übergangen werden, weil sie für unser nächstes Ziel 
nicht nothwendig sind. — Ich möchte jedoch nicht unterlassen, hier 
noch kurz die umgekehrte Operation zu definiren, welche darauf aus- 
geht, eine Function p(u,) zu finden, welche so beschaffen ist, dass, 
wenn man auf sie die sd Operation ausübt, man eine gegebene Func- 
tion y»(u,) erhält. Bezeichnen wir die auf »(u,) auszuübende Operation 
mit s,t, so ist sofort einzusehen, dass aus (A) rückwärts folgt 


(B) 5,89) = [fo (u)Au] Up + Const.; 
also speciell: 
mtl 
{ 


S „iu ) NE are 


Es besteht also die si-Operation aus ee und Substitution analog, 
wie die sd-Operation aus Differentiation und Substitution besteht; und 
wir führen consequenterweise die Benennung „sSubstitutional- Inte- 
gration‘“ ein. 
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(A) Su d(#, u) =) Fe) HF FF’, (u) Un - 
Zn F, (u) nd F', (Wi) + F, (u) 42, (u); 


und ganz analog für den Quotienten 








(n)- rd -Fs,dP 
On F, (%,) nu 


(8) 


Speciell also für F(w) = wur , welcher Fall uns dem- 
nächst hauptsächlich beschäftigen wird: 


7 ) 5, d (u u .)= = MM az (m, Ur, * Un-t, -- Mur, Un-H,) » 


und weil diese Formel für N m gilt, so ist auch der Fall 
eines Quotienten schon darin enthalten. 

Ich übergehe auch hier einige Beziehungen, welche für 
das Nächstfolgende nicht ah sind. 


S 4. 
sd-Operationen höherer Ordnung. 


a) Was nun die sd-Öperationen höherer Ordnung betrifft, 
so unterscheiden wir zwei von einander abweichende Auf- 
fassungen, welche auch verschieden bezeichnet und zu den- 
selben Zwecken, nur in verschiedener Form, verwendet wer- 
den sollen. 

«) Die eine Auffassung besteht darin, dass auch zur 
Bildung des Substitutional-Differentials x!“ Ordnung nach «ı 
einer Function F'(u,) zunächst das x'° Differential nach %, also 


d Fu) = F® (u) dur 
gebildet wird, wie z. B. . 
d’ (u) —= m(m—1):--(m— a +1l)w dw, 


und dann, ganz wie vorhin, du; durch s„«; , also (dw,)* 
durch (s„u:)* ersetzt, so dass 


(A) 5 d F(u,) er (%) u, 1 


also in unserm speciellen Beispiele: 


(A) s„d(u, ) = m(m—1)--- (m—»-+]1) U U 
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erhalten wird, worin die Formeln (A) und (A’) des vorigen 
Paragraphen für «= 1 enthalten sind. 

Führt man jetzt nach dieser Vorschrift die (x, + 1)'° 
sd-Operation von F(u,) aus, so erhält man nach (A) für 
»=% +1: 

%ı “+1 % +1 

Std F(u,) _ Far '(W) Sun . 
Setzt man andrerseits in (A) den Werth «= x, und führt die 
substitutionelle Differentiation in beiden Seiten der Gleichung 
(4) aus, so bekommt man nach (7) im vorigen Paragraphen 


As 3 (AD) (2) h 
5 IF) =u FT UF). 


Vergleicht man die letzten zwei Resultate, so sieht man, 
dass direct aus unserer Definition die Consequenz fliesst, dass 
bei der Ausübung der sd-Operation auf [s}dF(w)] der 
Factor «,„+ı; als nach «; constant aufzufassen ist. 

Besitzt F' mehrere Grössen ur, %r,, %ı,,... die alle’ als 
variabel betrachtet werden, so wird das totale Substitutional- 
Differential zweiter Ordnung z. B. ganz analog, wie in solchem 
Falle das gewöhnliche Differential zweiter Ordnung gebildet: 


UF, u, ))= Ru Ft FH Ru FH: 
4-25, Ou Sn uf +25, Ouy, Sm du, 4 25, Ou, Sn On, F+... 


und ebenso weiter für =35,4,..., wozu also die obige 
Definition vollkommen ausreicht, wenn man nur noch für die 
Wiederholung des Verfahrens das Gesetz der Commutativität 
der partiellen Operationen in Bezug auf die einzelnen Variabeln, 
wie es bei der Differentiation und der Multiplication statt- 
findet, auch in unsrem Falle, wo wir es mit jenen beiden 
Operationen zu thun haben, bestätigt findet. Es ist aber in 
der That leicht einzusehen, dass 


Sn Our (Sn O2: Fur, v)) = Sn do; (Sn 9a, Far, o)) 


ist, wenn man die vorgeschriebenen Operationen nach der 
Definition ausführt. 

Eine scheinbare Schwierigkeit könnte in dem Falle ein- 
treten, wo (,, la, Is, .. . selbst lineare Ausdrücke von n und 
[, etwa 


L=-qur+i;h=egrn +, =-gn- ,..: 
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sind, weil einerseits die durch die Operation hinzutretenden 
Factoren %,„+ı bei der Wiederholung der Operation als con- 
stant gelten, während die ebenso aussehenden Grössen %,,n+1, 
Ugsn+i, ete., welche in F' vor Beginn der Operation sich schon 
befanden, als Variable betrachtet werden sollen. — Man hilft 
sich dann wie gewöhnlich in solchen Fällen einfach dadurch, 
dass man vor Ausübung der Operation in F’ für 


„rl, u a Ggn-+L;.:. 


resp. die Werthe I,, I», l;,.... einsetzt, die Operation 
s, dr (un, U;, Us, ve .) 


dadurch ausführt, dass man die partiellen Operationen nach 
den Variabeln «, , %r,, %ı,, . - . definitionsgemäss (die durch die 
Operation hinzutretenden Factoren als constant betrachtet) 
bildet und dann nach vollkommen ausgeführter Operation 
die Werthe von I,,I,,z,... wieder einsetzt. 

Diese Bemerkung ist für die Folge wichtig. 

ß) Eine zweite Auffassung soll darin bestehen, dass zum 
Behufe wiederholter Ausführung der Operation als Argument 
das volle Resultat der einmal bereits ausgeführten Operation 
zu Grunde gelegt wird, so dass die nächstfolgende Wieder- 
holung der Operation sich nicht auf die ursprüngliche Func- 
tion zurückbezieht, sondern auf den vollen durch den bis 
dahin durch Ausübung der Operationen bereits gewonnenen 
Ausdruck, mithin auch in Bezug auf den ‘darin enthaltenen 
Substitutionsfactor (s, u =%,+1) die volle Operation ausgeführt 
werden muss. DBezeichnet man die auf diesem Princip be- 
ruhende Operation, zum Unterschiede von der obigen, mit 
Ö„d, so soll also sein: | 


indem wir nämlich das, was sich auf die Substitational-Dif- 
ferentiation erster Ordnung bezieht, auch bei dieser zweiten 
Art alles beim Alten lassen. | 
Es ist somit in allen Beziehungen 
S,dFlu) = SndF (u), 
d. h. es finden auch für $S,d, so lange man bei der ersten 


Ordnung bleibt, sämmtliche im vorigen Paragraphen ange- 
führten Gesetze statt. Darnach folgt aber dann weiter: 
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Snd Fu) = Untı : Ind (Fu) + Fr) Sn, dlun+i) 
— F®(u)- u, 4 + Fl) Sn d (Un+t) 


In diesem letzten Ausdrucke kommt noch ein Factor 
Sn,1d(ün+) zum Vorschein, über dessen Bedeutung bis jetzt 
noch nichts bestimmt worden ist. Denn wollte man hierbei 
von der Definition für s,d (welche für die Operation erster 
Ordnung auch bei S,d doch bestehen bleiben soll) ausgehen, 
so müsste man das Differential von u„+ nach «; bilden (da 
wir doch hier nach «; operiren) und wir sahen oben, dass 
bei s„d der Factor u,+: als von u; unabhängig betrachtet wurde; 
es wäre somit das Differential und mithin, wenn die ursprüng- 
liche Definition auch hier bestehen soll, auch S,,1d (%n-+ı), 
. also der ganze zweite Theil gleich Null. 

Man hätte demnach 


S, dF(u) — F® (4) lan 


d. h. auch in der zweiten Ordnung würde 
S,UFW)—=s,d(Fia)) 


sein u. Ss. w. und wir würden sonach gar keine zwei ver- 
schiedenen Operationen bekommen. Aus weiter sich ergeben- 
den Gründen wollen wir aber unter S,:d (%....) doch eine 
Operation verstehen, welche auf „+ so ausgeübt werden 
soll, als wäre %„+: nicht ganz unabhängig von u;; weil aber 
diese Abhängigkeit im Allgemeinen nicht eine derartige ist, 
d (U, +1) 
[ 


dass Sr pa gebildet werden könnte, so ist die ursprüng- 


liche für S,:d(F(w )) gegebene Definition hier nicht auwend- 
bar, so dass wir über S,,1d(u„+1) nach Belieben noch verfügen 
können. Aus praktischen Gründen soll nun einem solchen 
Ausdruck die Bedeutung 

Sn ddp) = (PH1) - ptyat 


beigelegt werden. (Um eine solehe Willkür zu rechtfertigen, 
dürfte es wohl genügen, an das Uebereinkommen zu erinnern, 


er (0) a ii 


H. SoHarira, Cofunctionen. I, 2. 2 
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bedeuten zu lassen, wenn es sich darum handelt, Uebersicht 
und Uebereinstimmung in Formeln zu erhalten.) 

Der wesentliche Unterschied zwischen beiden Operationen - 
liegt also darin, dass in der ersteren der Factor v„ı11, so lange 
es sich um die fortgesetzten Operationen lediglich in Bezug 
auf «u; handelt, als von «, völlig unabhängig betrachtet wird; 
und wenn es sich um die Ausführung der Operation nicht 
bloss nach u;, sondern auch nach +1, Uanyı, etc. handelt 
(wo nämlich die Function, auf welche die Operation ausgeübt 
werden soll, von vornherein schon diese Grössen besitzt, die 
für sie als Variable betrachtet werden sollen) nach der Formel 


sd (Fun Untt Want," *)) Sn 0u LH S5 Ou,, ER E-520,,, er Ft... 
+ 2 [Sn Our ‘Sn On, Zi ES Our‘ Sn Oo A F-+520,, "Sm Org, ee .] 


und zwar am besten nach der oben (am Schlusse von («) in 
diesem Paragraphen) angegebenen Methode (für die Grössen 
Uni, Yan+ı, etc. vorläufig u, “r,, etc. einzusetzen) zu ver- 
fahren sein wird. 

Bei der zweiten Auffassung soll dagegen die Operation 
S“d zwar immer lediglich in Bezug auf u, ausgeführt werden, 
jedoch sollen die durch die Operation selbst hinzutretenden 
Factoren u„+1, ete. als von w; nicht ganz unabhängig be- 
trachtet werden, und zwar soll also allgemein (aus Gründen, 
die sich später zeigen werden) die Formel gelten 
S2.d(u,) 

Für die Berechtigung einer solchen neuen Definition und 
Bezeichnung ist es nur nöthig zu zeigen, dass dieselbe nicht 
im Widerspruch mit der Obigen 


Snd Fu) == FF’ (ur) ° Un 3 
und insbesondere mit 


(©) Upn+ = 


du) =Mm WM  - Unt 
steht. In der That ist aber nicht bloss kein Widerspruch 
vorhanden, sondern es lässt sich sogar diese letzte Formel 
für den Fall, wo m eine ganze positive Zahl ist, direct aus 
(C), welche als Definition gelten sollte, herleiten, wenn man 
nur für die so definirte Operation das Multiplicationsgesetz 
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8, dla, * u) = ur, Indlur) + u, Sn d(ur,) 
gelten lässt. Es folgt nämlich dann für „=1l =! und 
x —= 1 ganz direct 
DE d(u? ) = 2: Un-Hl; 
und, wenn man so fortfährt, für jedes positive ganze m 


m \ an—1l 
8, du, ) = mu "Un: 


Demgemäss haben wir einerseits 
Sn d(u:) = Un-t; 
alu) Sadalılı ) = 2usuın 








S:d(u, Bau) 
[9% due) = an = en = d- Usa 
(@) 
du ) Sau ) 
S dann. Mrder) _ Ind kp) |, 
A (lpn+i) p P(P—1) 
Su) 
— p! = (Pt 1) Woran; 


und andrerseits auch 


Sn dlUpn+) = (Pt 1) UotyaHt: 
5, dp) = (PHP H DI Up4m+; 
B) 18, dla) = (PHP +2) PH 3) Uta 


SA) = PHNPFD) (Pt) Want; 
also auch umgekehrt: 
u TEE 34 (Un) 
a NE 
oder endlich, wenn man in dieser allgemeinen Formel (pP — x) 
anstatt p setzt, auch 





IT) 
2 Seren pe re nn 


Nach der so vervollständigten Definition wird sonach: 
Ss” „Uw)= m(m — 1) wu ut 2m Wo. Yun 


oder auch so geschrieben: 
ö 2* 
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2 ') 
Se =) Er: u +() ne U,.+10 


während nach dem Obigen 


s er) ("ui me 
ıst. Ebenso hat man ferner 


5, d ) Mm m—3 3 m m—2 
Er, 2 wi U = 2(%) % \ Mt , Voarı 


(") m—1 
TU )u lan 


S 2) _ (") ui m—3 _ 





während aber 


ist; und so auch 





a) Die u m—4 a ar B, ©) un ar U, AR 
ap (2) ae Ya + 2 (2) HT; Ur "Us a 
“ +(7) wo: Yo I 
wogegen 





st d(u”) 
a) — (”) m—a , „,* 
ist, etc. 

b) Es ist also immer s“ d F(u,) das erste Glied bei der 
Bildung von S; d F(u). Es ist hierin eine Analogie (gewisser- 
massen) zu der Erscheinung, wo dy als erstes Glied in der 
Bildung von Ay auftritt. Indess ist diese Analogie keine 
vollständige. (S. Nachträge.) Während nämlich die endliche 
Differenz x! Ordnung einer ganzen Function mt" Grades, 
wenn > m ist, so wie die x! Ableitung in solchem Falle ver- 
schwindet, geschieht dieses hier nur bei der s„d-Operation, 
nicht aber bei der S,.d. Um sich davon zu überzeugen, 
braucht man nur m =35 und «=4 zu setzen und man er- 
sieht dann aus der letzten Formel, dass wirklich 


s,d(u,) = 0 
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ist, während in diesem Falle in S,d (u, ) wohl das erste Glied 


verschwindet, die übrigen Glieder jedoch bestehen bleiben. 
Ebenso hat man allgemein für eine beliebige Function (u) 






































5,dF(u,) F® (%,) s,aF(u,) RR: ER ) (%,) 
a 2 1 Un+t; 
S,dF(u) Fu) ; I\ndF(u)  F® ) 2 
2! ur. n+l 2! BT u: 
F) () F 
EIER)» Ua n+! 5) 
SAF(u) FM (u) 5 5dFlu) 7) (u) 
3! ENT DEI u: 3! DEN n+1) 
| rF®) u 
+ 2 FR: Un+t W2n+I 
+9 (u) Usa+1; 
Sarlu) Fu) 4 5dFlu) F*lu) , 
EI Rt EZ N 
Eu) 3 
+3 3 a Manıı 
FO (u) > 
at 
rF® m) 
en) Un+1Usn+I 
FÜ) (%,) | 
ZEECHET: UAn+t; 
etc. etc. *) 





*) Uebrigens sind diese Operationen nach einer gewissen Richtung 
als specielle Fälle in einer andern allgemeinern enthalten, welche 
ausser den Unsrigen noch andere, in der Mathematik bereits bekannte 
Operationen zugleich in sich fasst. Bezeichnet man nämlich das Pro- 
duet aus folgenden drei Factoren, nämlich aus der Ableitung von 
F(u,) nach u, aus dem ferner, was man aus u, bekommt, wenn man 


‚auf den Index [, die (um hier die Sache nicht zu sehr zu compliciren, 


sagen wir die einfache lineare) Substitution a: “| ausübt und endlich 
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Eine weitere Relation zwischen den beiden a 
stellt sich durch folgende Betrachtung heraus. 


Offenbar ist 8, ‚dF(ur) eine Funetion von (#1) Varia- 
beln 2, Wntı, Uantt; ** "5, Uxn+ı; bezeichnet man daher kurz 


5, jdF (u 
ee 


aus einem willkürlichen constanten Factor », mit S, ,,„ dF’(u,), d.h. 
St 3 ‚IF (u) = v,F (%:,) Un-Ht, ? 
so sind darin unter Anderem folgende specielle Fälle enthalten. 
1) Setzt man =qn-[|, so dass Unrr, = gta und setzt 
zugleich », =q+1, so bekommt man die Formel unserer Operation 


5,1 (Un) = AH (Mont) %gHn a4 
worin der Index » für diesen speciellen Fall-weggelassen wurde. 

2) Setzt man für alle ,=gn-+-! den Factor », = 0 und nur für 
=! allein v,=1, so bekommt man unsere s,d-Operation. (Natürlich 
ist es in beiden Fällen zulässig nach denselben Principien eine Function 
mehrerer Variablen durch partielles Operiren zu behandeln; unter- 
scheiden sich die Indices der Variabeln nur um Vielfache von n, so 
setze man vorerst an ihre Stelle die Indices I, Io, -, behandle jeden 
partiell als! und führe nach ausgeführter Operation die Werthe wieder 
ein. Diese Bemerkung ist nothwendig, aber auch hinreichend, um 
scheinbare Widersprüche zu vermeiden.) 

3) Setzt man n=— 1 und v=[, und lässt in der Bezeichnung 
in diesem Falle » weg, so bekommt man: 


S_114FWw) UF) mi Fl) hm: 
"Man bemerkt leicht, dass der Factor 
h%-ı 

vollkommen die Gestalt einer symbolischen Ableitung von u,, hat, 
wenn u, als eine symbolische [,'° Potenz aufgefasst wird. 

4) Ist in der That speciell 
u = un, 
so bekommt man die wirkliche Ableitung von F(u,) nach ı. 


5) Ist p eine Function mehrerer Variabeln 4, le, *:- und bildet 
man die totale Operation als Summe der nach den Variabeln Y,,1z,--- 
partiell nach den in (3) specialisirten Principien ausgeführten Opera- 
tionen, so erhält man die bekannte Operation 


09, . 
welche in der Theorie der binären Formen eine besondere Rolle spielt 
(Faä de Bruno) etc. 
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als Function jener <-+ 1 Variabeln und führt darauf die 
Operation sd p(K) von dem Gesichtspuncte aus, dass 


„dp(K)= Sn Cu P 5 Sn du P ra sct Sn OuenrıP » 
so erhält man die Relationen: 


20) =Flu), 
S,ıdFw) ,do0) 





























Dr =, 
p(Il) aa RU LEN 

per et En) _ = ER OR 
p(IV) Sure) ae ae N 1 we) 

| 5,4 9(0) 





At ? 


und so allgemein: 


AERAG SEo(R=r 
ED = =D eg 


wobei Z niemals grösser als X, wohl aber kleiner sein kann, 
je nach Beschaffenheit der Function 7'(u,); wenn nämlich 
die Function eine derartige ist, dass die Ableitung von der 
Ordnung u <.L verschwindet, dann ist natürlich dp (0)—=0, 
wie das bei einer ganzen rationalen Function (u— 1)! Grades 
der Fall ist. 

Der Beweis ist durch den Schluss von x auf «+1 
leicht zu erbringen. Für den Fall, wo F(w) = u;', ebenso 
auch für eine homogene Function m!" Grades, die einzigen 
Fälle nämlich, von denen wir demnächst besonderen Ge- 
brauch zu machen haben, wird weiter unten noch ein be- 
sonderer Beweis sich von selbst ergeben, 
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c) Um uns nicht von unserem gegenwärtigen Zwecke 
zu viel zu entfernen, unterlassen wir es hier, auf einige An- 
wendungen dieser Operation, wie auch analoger Operationen 
5,AF(u), 5» AF(u) und 8,0, s„0 (welche aus Verbindungen 
‘von Substitutionen einerseits und Differenzen, oder Varia- 
tionen andererseits bestehen) auf dem Gebiete der fonctions 
generatrices u. dergl. näher einzugehen. An einer anderen 
Stelle wollen wir zeigen, dass diese Operationen sehr nützlich 
werden, wenn man eine so zu nennende Substitutional- 
rechnung, wonach man mit Substitutionen ebenso direct, 
wie mit andern mathematischen Operationen, analytische 
Rechnungen auszuführen im Stande wäre, begründen will. 
Hier jedoch wollen wir uns darauf beschränken, aus den 
obigen Formeln einige Uonsequenzen für die speciellen Fälle 
zu ziehen, wo 


m 
Fü) = U; 
oder auch eine homogene Function m! Grades 
FE (ent )ezo,1,3,... > (Ur Unptz -* ')” 
der Variabeln ı, War, Uantı, ' ist. — Wir bemerken zu 


allererst folgende für uns wichtige Eigenschaften: 
1) Ist die gegebene Function eine einfache Potenz 


x: F(u) = u, 
oder auch eine homogene Function m! Grades der Varia- 
bein %, Uni, Yan, *  , nämlich: 
(Ur, Untt, Uni, ** *)*, 


wobei m eine ganze positive oder negative Zahl ist, so lassen 
die oben definirten Operationen die Dimension m (die Summe 
der Exponenten aller Factoren eines jeden Gliedes) unver- 
ändert, was bei der Operation S,„d auch bestehen bleibt bei 
allen, bis ins Unendliche oft wiederholten Ausübungen der- 
selben; während bei der Operation s”d die constante m! Di- 


mension nur für «< m gelten kann, da für «> m sowohl 
m-+-p m 
du) 0, 

als auch 


+ 
5, "dl, Untty * ° .)” —=( 
ist, 
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Die Richtigkeit dieser Behauptung leuchtet sofort ein, 
wenn man nur bemerkt, dass jedes Glied durch die jedes- 
malige Differentiation um eine Einheit in der Dimension 
herabsinkt und dafür aber durch die Multiplication mit einem 
Factor %,„+ı sofort wieder um eine Einheit steigt. 

2) Die lineare Substitutional-Differentiation nte Classe 
(welche von den beiden obigen Operationen sie auch sein 
mag) *) vermehrt immer das Gewicht eines jeden Grliedes, 
auf welches sie einmal ausgeübt wird, um », und wenn sie 
»-mal ausgeübt wird, um x - n. 

Auch die Richtigkeit dieser Behauptung ist sofort zu er- 
sehen; denn bei diesen Operationen wird immer nur ein Factor 


in der Form u) ,, 
ponenten erniedrigt und dafür tritt ein anderer Factor ıp+ıynri 
mit einem gewissen Zahlencoefficienten, der auf das Gewicht, 
oder auf die Dimension keinen Einfluss hat, hinzu. Lässt 
man daher die bei der Operation unverändert gebliebenen 
‘Factoren unberücksichtist, so hat sich das Gewicht dahin 


geändert, dass anstatt g(pn + I) die Zahl 
a - Dorn +D+p+Y: na +l=apn+Dd+n 


getreten ist; wie behauptet war. 
Selbstverständlich muss auch hier berücksichtigt werden, 
dass für die eine Operation 


in jedem Gliede um eine Einheit im Ex- 


r4 
s,&lur, Un+t, Until, ° * a 


für «> m immer 





*) Man wird gemerkt haben, dass, um Gesetze auszudrücken, 
welche für verschiedene unserer Operationen, z. B. Sd und sd, oder 
Sd und SO etc. zugleich gelten sollen, die eine Benennuf® „Sd-Ope- 
ration“ durch die unwillkürliche Wahl eines der Zeichen Sd, sd, oder 
so etc., indem sie in solchen Fällen eine ungewünschte Particularisirung 
herbeirufen würde, nicht ganz bequem ist; daher habe ich mir erlaubt 
neben jener Benennung noch eine andere: „Substitutional- Differen- 
tiation“ zu gebrauchen. Letztere hat unter Anderem noch den Vor- 
theil, dass man bei derselben leicht das Zeitwort „‚substitutionell- 
differentiiren‘“ bilden kann; indess giebt es Fälle, wo die erstere 
Benennung vorzuziehen ist und deshalb habe ich sie beide beibe- 
halten, 
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dla, Up, =) 


ist, und es kann dabei auch die behauptete Vermehrung. des 
Gewichtes um (# - n) nur für 


n<m 
stattfinden. 


85. 


Anwendung der Substitutional-Differentiation auf die Dar- 
stellung ganzer Functionen von Cofunctionen in Form von 
cofunctionalen Potenzreihen. 


Allgemeiner Lehrsatz A. Jede m Potenz einer 
Partialfunction n'® Classe 


what ur tt anregen, 
i=0,1,2,.:„n—1 
lässt sich immer in dem Convergenzgebiete der Hauptfunction 
d)=-uv tm +0 + - + pP: :- 


als eine Potengreihe von der Form 


[ee] 


nm) eo > aaa 203 
0 


also wiederum als eine (mi) Partialfunction derselben n'” Olasse, 
deren Coefficienten U durch jede der beiden Formeln, nämlich 
sowohl durch 


2 TC 
(1) = Dr ymi Le 


(Ci. Di, Oati, Maker > .)), 
wobei (wie angedeutet) Cu. als eine Function aufzufassen ist 
von allenggtgn-+i» welche darin vorkommen, bevor die Omeration 
. beginnt und s;d das Aggregat der Resultate aller nach jenen 


Variabeln ausgeführten partiellen so-Operationen von der 
Ordnungs- Dimension (t) bedeutet, so dass 
A<p undA<m, 
also nicht grösser als die kleinere unter den beiden Grössen w 
und m sein kann: 
als auch durch 
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| ee 
en = ul —1):(w—t+1) 
(.-=Füa); t=12,:-,W), 

wobei (wie amgedeutet) alle in‘ Cu; schon vorhandenenen und 
die durch die successive Wiederholung der Operation noch hin- 
zutretenden Factoren Ayn+ı diesmal als von aı im oben de- 
finirter Weise abhängig (Formeln («), (ß) und (0) in $ 4) 
aufgefasst werden und wobei t (in diesem zweiten Falle) eine 
der ganzen Zahlen 1,2, - : -, w bedeutet. 

Durch Formel (I) kann man also jeden Coeffieienten aus 
A vorhergehenden und durch Formel (II) jeden Coeffieienten 
aus irgend einem vorhergehenden vollkommen construiren. 

(In der Formel (I) wird man die Operation s,d(p (4xn+3)); 
(=0,1,2,.-.), wie schon wiederholt bemerkt worden, 
am besten so ausführen, dass man zuerst @.„4: = q;, Setzen 
wird, Cu, oder p als Function von allen den Variabeln 
a; (e=0,1,2,---) betrachten, partiell nach allen diesen 
Variabeln die sö-Operation ausführen und nach ausgeführter 
s’d(p) die Werthe «a;, = 4;„+: wieder einsetzen.) 





Um diesen allgemeinen Satz zu beweisen , will ich zuerst 
eine Reihe von specielleren Sätzen beweisen, deren Richtigkeit 
dann auch die Richtigkeit des obigen allgemeinen Satzes 
bewahrheiten wird. Zugleich werden wir aber bei diesem 
Verfahren Manches bemerken, was wir später gebrauchen 
können. 

a) Wir wollen zuerst beweisen, dass dieses Gesetz schon 
für die Üoefficienten der gegebenen Partialfunction 9;—=fr,i(%) 
selbst, ja schon sogar für die ursprüngliche Hauptfunction 

MW) Fe ta + mM 
aus welcher wir uns p, als Partialfunction vorstellen, bereits 
- stattfand. 

Dass das Gesetz (II) in f„,;(&) stattfindet, ist sofort klar. 
Denn greifen wir zunächst den allgemeinen Üoeffieienten von 
zırti, also Q,yn+; heraus, so ist unmittelbar zu sehen, dass 
nach der obigen Definition 


. Sn,id(dyn+i) 33% (q En 1) &lg-+H1)n+i 
. Ist, also 
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D i d (%, n+i) 








gti — Ig+H)n+i> 
und ebenso 
Sl Haryat) 5,0 (9gn4:) Su 


etc., was mit dem ausgesprochenen Satze genau überein- 
stimmt. — Uebrigens folgt die Richtigkeit dieses Satzes für 
den Fall, dass die Üoefficienten der Reihe von der ersten 
Dimension sind, unmittelbar aus den obigen Formeln («), (ß). 
Ebenso leicht ist für diesen Fall auch die Richtigkeit der 
Formel (I) einzusehen. Denn offenbar ist der Definition 
gemäss 


8n 4 (Qyn+i) Be 
1! ra ne 





und da für diesen Fall, wo a,„+: von der ersten Dimension 
ist, für >1 


len 


ist, so findet genau die obige Formel (I) statt; nur besteht 
die in derselben angedeutete Summe nach ? diesmal aus einem 
einzigen Gliede, weil A nicht grösser als m, als der Exponent 
der gegebenen Potenz, welcher jetzt der Einheit gleich ist, 
sein kann. — Findet aber dieses Gesetz allgemein zwischen 
den Coefficienten einer beliebigen it Partialfunction n!e Classe 
statt, so sieht man sofort, dass dasselbe Gesetz schon bei 
der ursprünglichen Hauptfunction stattfinden muss, weil 
dieses nur ein specieller Fall (a=1, «=0) des vorigen 
ist. — Die Formeln (1) und (II) enthalten somit eine ge- 
wisse Darstellungsweise für Potenzreihen, welche an Stelle von 


[ee) 


I) = >: Ag K°, 


oder allgemeiner von 


[6,0] 


In,:(&) = >: AgntiXa"t? 
0) 
treten kann. 


Bevor wir aber auf die Bedeutung dieser Darstellungs- 
weise weiter eingehen, wollen wir zuerst die Gültigkeit der- 
selben noch erweitern. 
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b) Auf Grund der Eigenschaften 
,@), @), (Min $3 


kann man behaupten, dass erstens, wenn das Gesetz für eine 
gewisse Potenzreihe stattfindet, dasselbe auch bestehen bleibt, 
wenn die Reihe mit einem constanten Factor multiplieirt 
wird; und zweitens, wenn das Gesetz beziehungsweise für die 
Coefficienten mehrerer Potenzreihen (welche in einem ge- 
meinsamen Gebiete convergent sind) stattfindet, dasselbe auch 
für die Coefficienten derjenigen Reihe besteht, welche die 
algebraische Summe jener Reihen repräsentirt. Gelten also 
die Formeln (I) und (II) für die Üoefficienten von f, (x), 
f»(&), - : , so gelten sie auch für die Coefficienten der Reihe 
F(x), wenn 
| F'(«) = AhW)EARW) HE: : 

c) Wir wollen jetzt beweisen, dass das Gesetz auch für 
die Coefficienten von F'(x) stattfindet, wenn F'(x) das Product 
zweier beliebiger Partialfunctionen derselben Classe zweier 
Hauptfunetionen 


[e ) Rn 
f(@) = 2: 0,9%, ha)= 2: 2,9%, 
0 0 
welche in einem gemeinsamen Gebiete convergiren, repräsen- 
tirt, also für 


F(«) = f(@) fa). 


N,12 


Sind f,(x) und f,(x) in demselben Gebiete convergent, 
so sind es auch die eircumplexen Funtionen derselben, nämlich 
fi (7%) und f, (r)&) , weil die Substitution von vn anstatt x den 
Werth von z& nur um einen gewissen Winkel dreht, den 
Modul aber unverändert lässt, wobei der Convergenzkreis 
also derselbe bleibt. Ebenso müssen es aber auch die Partial- 
funetionen sein, die, wie wir wissen, endliche lineare Summen 
der circumplexen sind. Folglich darf man die Multipli- 
cation von 

fı(&) = 01,2% + a1, tr a1, an, tn, 


N,1, 


E35 (&) = de, io ufa + as, rn + As. and,% ni, + A 


N,tTz 
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nach dem bekannten Abel’schen Gesetze 
F(2) =a,,:, 9%, 20° [a1 u, A1,n-Hi, Q2,i, Jartir® 

+ [aı, i, Q2,2 nr. ON,n-+i, 02, ni, -F A1,2n-Hi, 48, i) x? "Hate u 
ausführen. Es ist nun sofort klar, dass nach der Definition 


8, d(aı1,;, @2,;,) = A1,i, * A2,nti, I M1,nti,' 02,5 
und ebenso ferner ; 
Dndlaıı: Qa,ayı, T Guns‘ Qe,:) 
—,2 [aı,:, (2, 2n-Hi, + (1,n-Hi, 02, ni, + Q1,2n-t+i, 22, | 
ete., was mit der Formel (II) zunächst für die ersten’ zwei 


Ooefficienten vollkommen übereinstimmt. Ebenso ist aber 
allgemein 


Ind (ai °A2, gn-Hi, + Ü1,n-+i, Q2,(9-1)n-+Hi, 1 (1,2n-+i, 02,(9—2)n-Hi, + 
+ F Au,gati, 08, ;,) 
= (q + 1) [aı, i, A2,(9-H1)n-Hi, —- O1,n-+i, 02, qn-Hi, +: (O1,2n-+i, 82,(9—-1)n-Hi, + 
et, nt 8)» 

Weil aber die Gleichung für alle Werthe von q besteht, 
so ist hiermit ausgesprochen, dass die Formel (II) für alle 
Ooefficienten von Z’(z) richtig bleibt. 

Aber auch die Gültigkeit von Formel (I) ist ebenso leicht 
einzusehen; da nämlich hier die Coefficienten von der 2ter Di- 
mension sind, so wird man nur zwei aufeinander folgende 
sd-Operationen auszuführen haben, um sich von der Rich-. 


tigkeit zu überzeugen. 
In der That ist: 


S„d (aı, i Q2,gn+i, F A1,n+i, 92,g—1)nHi, + a, ni, O2, (nt, t 
ER ++ 1,9041, 98,:,) 
= [Q1, 5, Q2,(0+19a+, + @1,n-+:,Q2,qn+i, + @1,2n+:, Q2,(9 Rt, + 
+ Q1,9n+i, 08, N-Hi, + ,(g-Hijnti Q2,;,] 
+ [aı, n-+i, 92, qn-Fi, + (d1,2n-i, A2,(9—1)n-Hi, + A1,3n-Fi, 02, (9—2)n-+i, + 
Een m A1,g—Iyn-+i, 02, 2n-Hi. + A1,gn-i, Q2, nen) 
Dabei enthält die erste Klammer rechter Hand das Re- 
sultat der partiellen sö-ÖOperationen aller Glieder nach a, 


und ausserdem noch zuletzt das partielle so des letzten Gliedes 
nach a,, während die zweite Klammer daselbst das Resultat der 
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partiellen sö-ÖOperationen aller Glieder (mit Ausnahme des 
letzten, welches schon in der ersten Klammer aufgenommen 
war) nach a, ist. Bildet man jetzt s?d von demselben all- 
gemeinen Gliede, nachdem in demselben (g — 1) anstatt q 


2 
gesetzt worden war, und bemerkt man, dass sowohl s, ‚u  ), 


als auch s, ‚2a, ( ) verschwindet und 


s” .d( ) = ER ‘ Se ); 


N,i 
so hat man: 


2 
= 





(Qı, ;, 02,9 -Nn+i, 4 ,n+i @2,g- 94, °F Q,a-1nti, 2,) 
= ” ni a2, ni, TE a1, 2n-tü a2 „(g—1)r-Hiz => Fe is q1, anti, A, nti,| q 


Dieser Klammerinhalt ist aber genau identisch mit dem In- 
halte der zweiten Klammer in der vorletzten Gleichung. Be- 
zeichnet man daher die Üoefficienten von F'(x) mit C,, so 
ist offenbar 


172-2 


Ar X; 
— >> ee, 


(hier A=2, weil diesmal m = 2), 


dh. 


was wir beweisen wollten. 

Nun bemerken wir aber, dass F'(x) wiederum eine 
(i„)* Partialfunetion (i, = ti, + i,) derselben, nten Classe 
wird, welche in demselben Gebiete wie f, (x) und f,(x) con- 
vergirt. Bezeichnet man jenes Product als eine solche 

F@)=f.(o), 
so kann man dieselbe mit irgend einer :,'” Partialfunction 
ne Classe einer in jenem Gebiete convergirenden Haupt- 
function f,(x) wie oben multiplieiren, und für dieses Product 
aa Ehe RR): f3(@) 
muss nach dem ÖObigen jenes Gesetz ae stattfinden. 
Es ist klar, dass man ebenso weiter fortfahren kann, 
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weil bei dem Beweise die Werthe von ganz beliebig waren, 
und es wird also ebenso richtig bleiben für 


„eu ta ta +: ua. 


In jener Willkürlichkeit ist aber auch die Möglichkeit 
eingeschlossen, dass die Factoren einander gleich sind. (Würde 
man übrigens für diesen Fall einen besonderen Beweis ver- 
langen, so wird dieser offenbar nur für |/„,;(&)]? auszuführen 
nöthig sein, und dieses kann nach dem Obigen leicht ge- 
schehen.) Und so ist hiermit die Richtigkeit jenes Gesetzes 
auch für eine beliebige v!® Potenz allgemein bewiesen. 

d) Folgende Potenzirung ist zur Uebung wirklich durch 
sd-Operationen nach den Formeln (I) und (II) bis auf sieben 
- Glieder ausgeführt worden, weil wir später von diesem Re- 
sultat Gebrauch machen werden; man kann sie leicht veri- 
fieiren. 








Deal) 
Ak (7) Bi RR a2 ntmi ı_ () RE Gun „3 n+mi n= 
ae (7) a UP +2 (?) Ir Os do a 
& a Andi | 
(7) aa a“, | gi n-m rn (7) ER RR görtmiL 
+3(%) a, 4 : a; Ognt: +4(7) a, a HR Oonti 
v5 1 (2) « KR RE +3())@; 3 . A; ni 
Herta. | ne 
AR (7) a a, ni +2) x di; nt4Q3 ni 


m m—2 
+2 ( 2 ) lin 


m m—1 
ar (")«; Opa 
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+ data, ee 
HEIE Tanz mar 
ul Vo Ltr se 
HE an han 
az LARIL FHFELCEE 
HE 
Ha 
ile)or an 
HE Fan 
+ 


sen (7) a In-ti 


(Die geschlungenen Klammern fassen diejenigen Glieder 
zusammen,- deren Zahlencoefficienten sich zu den Binomial- 
coefficienten ergänzen. Bei einer anderen Gelegenheit werden 
wir aus dieser Form Schlüsse ziehen, welche für die Con- 
vergenzbedingungen unserer Operationsreihen wichtig sind.) 








In gewissen Fällen wird die Formel für den Quotienten 
| N) 


: | zur Anwendung bequemer sein, nämlich: 
4;% ” 
[2 





or 14er) Tat 


| 


H. SCHAPIRA, Cofunctionen. I, 2. s 3 
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ne (") ( \ an () ( Sure) in. 


12 (") er ni IR) e an z ni 


Ben) 
RN 
+ en 
Für den Fall, wo das Verhältniss zweier aufeinander- 


folgenden Üoefficienten in der gegebenen Partialfunction f,;(2) 
constant bleibt, also 




















27 ni a 1 
Fr ? 
A g-1)n+i B 


wo die Reihe also innerhalb des Kreises mit dem Radius 





1 


R < mod.c" 


convergent ist, nimmt (2) offenbar die Form an 


II 


Weil nun der mit g varırende Binomialcoefficient die 
Einheit zur Grenze hat, so ist die Entwickelung nach unseren 
Formeln für [fn,:(2)]” in demselben Gebiete 


mod. En | 


convergent, wie /„.;(X%), wie zu erwarten war. 

Die Fälle eines variabeln Verhältnisses kann man mit 
Hilfe des bekannten Mittelwerthsatzes auf den obigen zurück- 
führen. 

e) Man kann sich folgendes Problem stellen. Es sollen 
die noch unbestimmten Üoefficienten «a in f„,,(x) so bestimmt 
werden, dass f„,:(&) einer gegebenen Gleichung genüge. 
Lösen wir zunächst die allereinfachste 
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Aufgabe. Wie müssen die Coefficienten a4n.., beschaffen 
sein, damit f„.,(x).für alle Werthe von z in der Umgebung 
von £=0 eine Wurzel der nach 2 binomischen Gleichung 


} a i 
zu — a — Ma Uni TE 


repräsentire, und wie gross ist der grösste Radius dieser 
Umgebung? 

Auflösung 1. Die Üoefficienten von 22” in (2) müssen 
alle, sofern qg > 1 ist, einzeln verschwinden. Darnach be- 
kommt man die Gleichung 


A2n-i = 1—m ( Anti ) 
$) 


En: < 
Q, 2 a, 





und wenn man diesen Werth in den nächsten Coefficienten 
einsetzt, so bekommt man 


Aynta 1. dd — m) (L— 2m) ( ni ) 


En: 2.% 





ete., und so allgemein 








Ignti 1(1—m) (1 — 2m) --- (1 — (g—1) m) Be 
SLR 7 q! a, 
g—1 
Fl (1 — Am) 
ei, 0 ai )" 
q! a; 


Unsere gesuchte Partialfunction lautet also 


ä 2 
Ei Andi 
fn,;(2) = ua + nit + 3 ne I gerti 
[} 





3 
as 11 — m) 1—2m) G"nHti rt. 
1.2.3 a? 


Ü 





Der Quotient zweier aufeinanderfolgenden Glieder lautet 
im Allgemeinen 


( ee 63 le 


a; 
und weil der Zahlencoefficient N, dem Grenzwerth 
en = = m) —= —m 


sich nähert, so bleibt f„,.‚(x) convergent und zugleich Wurzel 
3*F 
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der gegebenen Gleichung innerhalb des Kreises mit dem 
Radius 


zo 


Ep 
MA n-Hi 


Es ist für diesen speciellen Fall leicht, die Bedingungen 
anzugeben, unter welchen die eircumplexen Functionen mi° 
Ulasse von f„,,(2) innerhalb dieses Gebietes sogar sämmtliche 
m Wurzeln der gegebenen Gleichung darstellen. Wir werden 
aber weiter unten dieses Kriterium viel allgemeiner auf- 
stellen. 

Zweite Auflösung. Sollen in (%) innerhalb eines 
endlichen Gebietes sämmtliche Glieder mit x7° für q>1 
identisch verschwinden, so wird in diesem Gebiete die Glei- 
chung bestehen 


Le ad —1+ m —— 0. 
q, ac’ a; 
Setzt man für einen Augenblick a Er Mbe- 


[} 


zeichnet ferner die linke Seite mit p(8)” und entwickelt 


1 
gell 2) 
- nach dem binomischen Lehrsatz, so gilt innerhalb des Kreises 
mit dem Radius 1 in der &-Ebene die Reihe 


gl 
(1— Am) 








a a a a True 0 Ba ER 


1 





also innerhalb mod. x < mod. ( 


Reihe 


Mm Anti 


a D, gilt, wie oben, die 


Ini&) —— a; — WERE, ri q en ganti 
2 


und ist sie in diesen Gebiete Wurzel der vorgelegten Gleichung. 
f) In Anschluss an die Bemerkungen (1) und (2) am 
Schlusse von $ 4 bemerken wir auch hier, dass in der m!“ 
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Potenz einer z'® Partialfunction n!e at alle Coefficienten 
homogene Functionen von 


di, Anti, Anti "5 Ign-+i 
von constanter m! Dimension sind, und was das Gewicht 
betrifft, so ist dasselbe bei dem Üoefficienten von x? genau 
gleich 9. Und weil die m!° Potenz einer !® Partialfunction 
wiederum eine (mi)!° Partialfunction derselben nt" Ulasse ist, 
so gilt für das Gewicht der Coefficienten, wenn man dasselbe 
mit @ bezeichnet, die Congruenz 
F = mi(mod. n), 


ebenso wie für die betreffenden Exponenten 
| e= mi(mod. n). 

Ganz Aehnliches konnten wir auch oben bei dem Pro- 
ducte von fn.,(2) und fn,.,(%) bemerken, dass nämlich die 
Coefficienten alle von der zweiten Dimension sind und vom Ge- 
wichte (übereinstimmend mit dem entsprechenden Exponenten) 

G=i + i, (mod. n). 

Es ist nun auf Grund der erwähnten Bemerkungen leicht 
einzusehen, dass dasselbe auch bestehen bleiben muss, wenn 
die Anzahl der Factoren eine beliebige ist, und ganz analog, 
wenn beliebig viele darunter gleiche sind. Man hat also 
ganz allgemein den 

Lehrsatz DB. Ist F(x) eine ganze homogene und iso- 
barische Function m’” Grades und vom Gewichte G von den 
Partialfunctionen n'” Classe 

Ba Dass a 3 De 
aus den entsprechenden Hauptfunctionen 


fı(®), f.(®), et fx (&) , 


© 
fu(&) = 72 2,908 
i 0 
ist, so ist F'(x) ebenfalls eine Partialfunction n'" Classe, deren 
Ordinalindex 
i= m u m +. + Mm: %, 


oder genauer 


wobei 
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Wem u Mm % 4: + mi. (mod. n), 
wobei 
mn tm, +: m. =m 
den Grad und 
mu tm u, +: m, u —=G 
das Gewicht der Coefficienten von F(x) ausdrückt, für welche 
übrigens die Formeln (I) und (II) gelten, so dass sie alle von 
der m\e® Dimension und (übereinstimmend mit den entsprechenden 
Exponenten) vom Gewichte G. 

Es bedarf hier keines besonderen Beweises, da die Be- 
hauptung aus lauter solchen Behauptungen zusammengesetzt 
ist, deren Richtigkeit bereits bewiesen ist, und aus denen die 
erstere direct folgt. 

g) Vergleicht man die Formeln (I) und (Il) mit einander, 
so ergiebt sich die identische Gleichung 


A 
>, d(C,) = & d (a) 
(2) a NE : 











u 


(wenn nämlich in der für alle ganzzahlige Werthe von 
t=]1,2,:.--, u gültigen Formel (II) von dem speciellen 
Werthe {= u Gebrauch gemacht wird). 

Diese Gleichung (Z) stimmt genau überein mit der all- 
gemeinen Formel (X) in $ 4, in welcher nur anstatt p(K) 
hier O, getreten ist. Nun haben wir aber die Gültigkeit von 
(I) und (II) und somit auch von (Z) für die Fälle bewiesen, 
wo Ö, eine ganze homogene Function von Pi, Pi," * ", Pi, 18; 
folglich ist hiermit der oben (pag. 23) versprochene Beweis 
von (K) für diesen speciellen Fall von 


mM a 
Fü) = u; ,. oder auch (u, Untı, Uantiz : * -)", 


welchen wir hauptsächlich brauchen, geliefert. 

h) Man kann nach dem Obigen jede in eine Potenzreihe 
entwickelbare Function überhaupt mit Hilfe der Formeln (I) 
und (Il) formell darstellen (s. pag. 28), nämlich, wenn (,. den 
Coefficienten von x“”T bedeuten soll, 


nach (I) 


(M) fn,;(&) 2 I [3 ae: Ir E Inf oo wart, 
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wenn die Bestimmungen für die Potenzreihe durch eine 
recurrirende, zwischen £ Üoefficienten derselben stattfindende 
Bedingungsgleichung ausgedrückt sind; oder auch 
nach (II) 
5,80, 
Kar IE ADNERGE RT N 





zInFi a 


wenn die Bedingungen einen beliebigen Üoefficienten durch 
einen beliebigen vorhergehenden bestimmen. Diese Dar- 
stellungsweise, welche, wie wir gesehen haben, zugleich auch 
die Form derjenigen Function F(x), welche eine gewisse 
sanze ‚Function von unserer f„,,(X%) sein soll, in sich fasst, 
hat noch ausserdem den Vortheil, dass sie gewisse Eigen- 
schaften der Coefficienten ganzer Functionen von Partial- 
functionen ganz besonders ausprägt. Ja sogar mehr als das. 
Da nämlich eine Potenzreihe überhaupt eine unendliche 
Summe von ganzen Functionen ist, so müssen unter den- 
jenigen Berücksichtigungen, unter welchen der Uebergang 
von ganzen ralionalen zu ganzen transcendenten, oder irra- 
tionalen Functionen (um den Ausdruck von Weierstrass zu 
gebrauchen) gestattet ist, die obigen Formeln (I) und (II) 


auch für F(f(x)) gelten, wenn F(x) selbst eine gewisse 
Potenzreihe von & ist. Es würden sich daran ganz analoge 
Untersuchungen knüpfen lassen, wie die Weierstrass’schen 
für die Begründung der analytischen Functionen durch den 
Uebergang von den endlichen ganzen Functionen zu den un- 
endlichen. Oder strenger gesagt, es würden sich jene Unter- 
suchungen in der Form unserer Darstellungsweise erkennen 
lassen. — Dass sich allgemeine Gesetze über Potenzreihen 
durch diese Formeln (da wo sie gelten) ausdrücken lassen 
müssen, ist eigentlich von selbst verständlich, weil diese 
Formeln (wo sie gelten) nicht minder als die Maclaurin’sche 
Reihe das Bildungsgesetz aller Coefficienten in sich fassen 
und sich von jener wesentlich nur darin unterscheiden, dass 
jene sich auf die Werthe der Function für gewisse Werthe 
der Variabeln bezieht, während unsere Formeln auf die all- 
gemeine Form der Function als Potenzreihe 


d)=- ut Urt X: 


Bezug nehmen, und deshalb sind sie überall in solchen Fällen 
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mit Vortheil anwendbar, wo es sich um identische Relationen 
zwischen den Üoefficienten handelt, wie diejenigen es sind, 
welche zwischen den Wurzeln und den Coefficienten all- 
gemeiner (litteraler) Gleichungen, oder zwischen den Coeffi- 
cienten transformirter Formen, Invarianten 'etc. 

Es ist jedoch hier nicht gut möglich, darauf näher ein- 
zugehen, ohne sich vom Ausgangspunkte zu sehr zu ent- 
fernen; im Folgenden soll vorläufig nur ein Beispiel dafür 
gegeben sein, wie man schon aus den obigen Bemerkungen 
nützliche Folgerungen ziehen kann. Aber zunächst noch eine 
ergänzende Bemerkung für die Ausdehnung jener Gesetze auf 
eine beliebige ganze rationale Function (nicht blos eine homo- 
gene) m! Grades. 

‘) Obwohl jene Sätze für eine algebraische Summe gelten, 
falls sie für die einzelnen Summanden richtig sind, so gelten 
die obigen Lehrsätze (A) und (5) ohne Weiteres nur dann 
für eine Summe von Potenzen, oder von verschiedenen ganzen 
homogenen Functionen von Partialfunctionen, wenn die Summe 
aus Summanden von gleichem Gewichte (isobarisch) besteht, 
sofern man das Resultat nach Potenzen derselben Variabeln, 
wie die ursprünglichen Partialfunetionen geordnet haben will. 
Nehmen wir z. B. 

m—=n—=) 


und entwickeln nach (2) die 5ter Potenzen der Partial- 
functionen 


P5,1,5 P5,2» P5,3, P5,4) 
so bekommt man: 
+ Bata, + 2Da’aa, + Wars)” + 
PR = N + DOse0. 2. + (805 :0,5 —- 10a,°a,?) a2 
+ Ba,ta,7 + 20a,3a, a, + 10a22a,?) 25 + >, 
Pas = a2? + 5azta,a” + (daztay, + 10az?a;?) 2° 
SE (da3!G45 “n 20 as? ds; Az — 10a,? Ag°) 30 + ae 


+ Ba,tan + 20a aa, + 1da,tay’) 2° +, 
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wobei in jeder dieser Gleichungen die Dimension constant 
—5 ist, während das Gewicht rechter Hand einer jeden 
Gleichung im ersten Gliede gleich dem Gewichte linker Hand 
ist, und in jedem weiteren Gliede steigt dasselbe um 5. Man 
sieht auch, dass alle Glieder ın Da aus den entsprechenden 


Gliedern in p. „ direct dadurch, dass man auf alle Indices die 


Substitution ern) ausübt, erhalten werden. Dasselbe gilt 


auch natürlich allgemein für die Erhaltung von f(x)” aus 
fn,„(2)”, wie man aus (Q) leicht ersehen kann. 


Ferner findet offenbar unter den Üoefficienten von x in 
jeder der Gleichungen jedes der Gesetze A und 5 statt. 
Bildet man aber die Summe dieser Gleichungen und ordnet 
wiederum nach steigenden Potenzen von x, so kann in der 
Summe der Coefficient von x!°, welcher eine Summe der Üoeffi- 
cienten von x! in den beiden ersten Gleichungen ist, nicht 
aus dem Coefficienten von x® in der Summe, der lediglich aus 
dem Coefficienten von x? in der ersten Gleichung allein be- 
steht, durch die sd-Operation erhalten werden, weil diese 
Operation, ausgeübt auf den Coefficienten von x’ in der ersten 
Gleichung, bloss den Coefficienten von z!° in jener ersten 
Gleichung liefert. Ebenso wenig kann in der Summe der 
Üoefficient von x!°, der aus den drei Üoefficienten von x°° 
in den drei ersten Gleichungen entstanden ist, aus dem Üoeffi- 
cienten von x!° in der Summe, zu welchem nur die ersten 
zwei Gleichungen beigetragen haben, durch Substitutional- 
differentiation erhalten werden, und ganz aus demselben Grunde 
ebensowenig der von x’ aus dem von x’. Dagegen liefert 
(bis auf einen Zahlencoefficienten) die Operation S,d, aus- 
geübt auf jeden Üoefficienten von x2* für g > 4 jeweils den 
nächstfolgenden Üoefficienten,, weil von x?" an jeder Coefficient 
in der Summe bis auf einen Zahlencoefficienten die Summe 
aller Coefficienten von entsprechenden x2” in allen einzelnen 
Gleichungen ist; und weil für jeden Summanden das Gesetz 
(IT) in A gilt, so gilt es auch für die Summe, — Man er- 
kennt leicht, dass ganz dasselbe auch stattfinden muss für 
eine Summe von homogenen Functionen desselben Grades und 
von verschiedenem Gewichte: auch dort beginnt (abgesehen 
von einem Zahlencoefficienten) die Gültigkeit von (I) und (II) 


42 Abschnitt VII. Capitel IL $ 5. - 


von dem Üoefficienten von x” an zu bestehen, wobei M das 
Maximum unter den verschiedenen Gewichten der einzelnen 
Summanden ist. 

In der T'hat gilt (bis auf einen Zahlencoefficienten) dieses 
Gesetz von dem Gliede mit x°. an in folgender Summe 


5 5 5 5 2 2 
P5 1 cr Pot Ps; 1 De te 20P;,3 i 2, 3(P5,1P5,3 Ar P; 4P5,2) 


—=a?’8+ 5a,°a, IE ee Ba x’ 
A, +20 [a;(a,’ a30;+ a,?a,?) 
+20a,’a,a;? + 2a, a,a, (a, ag+ a34,)] 

+ Va, :a,? + Da razaı + data + Vasar| a2 +.» >, 

+ 5a,'a,+ 5a,’ + a,’ + 

+ 20 [a,*(a,ay? + 2a,a30,; + 2a,a,0, + a5’ @,;) 
+ a, (Zaya,a, +4,’ as) 

+ a,’ (2a, aga, 42a, 4,4, + 4,4,” 
+ a,°(2a,aya;) + a, a,Q,a,ag]| 


welche wir weiter unten gebrauchen werden. 











Zweites Capitel. 


Erweiterung der sd-Operation und Anwendung 
derselben. 


S 6. 
Inverse Functionen von Cofunctionen. 


A. Inverse Functionen von Partialfunctionen. 


a) Es ist leicht einzusehen, dass die obigen Formeln 
(D) und (II) auch für Coefficienten einer negativen mie" Potenz 
einer beliebigen 2! Partialfunction n!“ Classe gelten. Denn 
man kann sich zunächst überzeugen, dass das Gesetz für 





m = — | gültig ist, indem man durch gemeine Division 
l —1 —i 2 n—i 
‚ —1 = —— —- zen / 
= 3 ni 3 a a 
Ei u Os | % g, Go 2 ua 
—2 3 | 
u ee +2a, Mani 
Sur 
BERRLTRE 





eine (— £)!° Partialfuncetion n!“ Ölasse erhält, deren Üoeffi- 
cienten nach jenem Gesetze gebildet sind, und zwar sind sie 
von der (— 1)! Dimension und vom Gewichte 


= — 4 (mod. n). 

Ebenso sieht man leicht, dass das Quadrat von Fargi 
nach dem bekannten Gesetze gebildet, eine (— 2) - «'° Partial- 
function n!“ Classe 


b) 
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a e (x)]” —a, u“ EL. 2a, a; ee =. 30,34 he were 
=; a, Genti 

er da,” a a ri... 

+ Dar: ARRIEL PR 

Ei 2a,“ Oz: 
liefert, deren Coefficienten von der (— 2)! Dimension und 
‚vom Gewichte @ = — 2i (mod. n) sind, und man sieht sofort, 
dass jene Formeln (I) und MD) fürrm = — lundm=— 2 


wohl gelten. Nimmt man nun an, dass dasselbe Gesetz auch 
für m = —gq gilt, so dass 


ee Dr a 

+) aa Gate, er 

5 (5 2) RER, ni +2(7 2 a #5 RE 
ra 


mit jenen Formeln übereinstimmend gebildet ist, so erfolgt 
offenbar durch Multiplication von (uw) mit (4) eine Formel für 








1 — 
Kom 
in der aa 
> fr ae gern: use ee = eat: 


LEE. 


au (= a y) ae a? 


?n-(g+D)i 
ni 2 ar 


8 (3 ARE) Pr: ee 


Eu ® Aral (a1) an de... 
Hal ahD) ern, | 


my sur, 


a anti 





Inti 
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was genau mit Q für m —= — (qg-+ 1) übereinstimmt. Gilt 
also das Gesetz für m = — g, so gilt es auch für m=—(gq+1); 
es gilt aber für m = — 1 und für m = — 2, folglich auch 
für m = — 3, m= — 4 etc., also allgemein. 


b) Nun hat Jacobi gezeigt, dass wenn y=f(x) eine 
nach steigenden Potenzen von x entwickelbare Function von 
x ist, in welcher das Glied mit der ersten Potenz der Varia- 
beln x! nicht Null ist, nämlich 


y-= >, 4,87, 


1 


die inverse Function = o(y) ebenfalls als Potenzreihe 
== 2a b,y8 
1 
dadurch gebildet wird, dass 


= : Res () 


gesetzt wird, wobei, in bekannter Weise, 


Res a) 
y! 
den Coefficienten von in der nach steigenden Potenzen 


von & entwickelten Reihe von en bedeutet. 
y 


Für 9: = fh,:(£) ist aber wie wir gesehen haben, 


ale eine (— gi)‘ Partialfunction n!“ Classe, d.h. eine 


Potenzreihe, deren Exponenten e die Congruenz befriedigen 
= — gi (mod. n). 

Fehlt nun in f„,;(2) das Glied mit x! nicht, d.h. ist 
i=1, so wird die allgemeine Congruenz für die Exponenten 
von [fn,1(&)]”? einfacher 

e= — q (mod. n), 


| 1 A 
so dass für den Coeffieienten von —- nothwendiger Weise die 


Bedingungsgleichung 
5 pr —-g=—1, 
oder die Congruenz 
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befriedigt werden muss, wenn der betreffende Coefficient Db, in 
der inversen Function existiren soll. Daraus folgt der 


Lehrsatz. Dee inverse Function einer ersten Partial- 
function n' Olasse ist (sofern der Coefficient a, von x! von 
Null verschieden ist) wiederum eine erste Partialfunction der- 
selben n'"* COlasse, deren Coefficienten aus der obigen Formel 
(u) erhalten werden, wenn man sie vorerst durch q in beiden 
Seiten dividirt, darin =] setzt und dann für b, das erste 
Glied rechts nimmt und darin g=1 setet; das zweite Glied 
liefert, wenn man in demselben g=n-+ 1 setzt, den Üoeffi- 
cienten b„+1, etc. Das u“ Glied liefert fürq= (u—-1N)n-+1 
den Coeffieventen bu—ıyntı- 

Es ist somit 


» 


2 
In+H1 r b ER n+1) a an 
nt) au an ? 
| 2 





1 
b, a.» ne 


h 3 

] TE En +2) (ERn+3) Mmrı 

Ian =. 1 ar 
1 








+ 0042 


a‘ n-+3 


us n+1 


Sn etc. 
a, n-+-2 





Es ist zugleich in dieser Form ersichtlich, dass die Be- 
dingung, dass a, von Null verschieden sei, nothwendig war, 
da sonst alle 5 unendlich gross geworden wären. 

Man thut indess besser daran, wenn man den Divisor q 
in jedem Gliede stehen lässt, wodurch die erhaltene Form 
der Potenzreihe für die inverse Function unserer ersten Partial- 


function nt Classe mit der Potenzreihe für BcAL, eine 
l ! 
derartige directe Analogie erhält, welche es ermöglicht die 
eine von der andern direct mechanisch abzuschreiben. Setzt 
man nämlich die obigen Werthe für b,..ı ein, so bekommt 


man für die inverse Function: 


Abschnitt VII. 


q 
a ae 
a; 


(8,) 


2 
ar: 
1 


ln) 


we) 


wat 


een 
1 


ae lee a) 
en) 
Bela) 


a) 


eine Formel, welche sich von der für 


Capitel II. 


ei @ a ") = 


Qz n+1 


3 
Gn-H1 
3 
a 


le 





a 


In an-+1 





23 n+1 
a, 


2 
a, 




















folgenden Merkmalen unterscheidet: 


1) Während dort rechter Hand m einen constanten Werth 
hat, variirt hier — m ganzzahlig und zwar nimmt es succes- 
sive die Werthe der aufeinander folgenden entsprechenden 


Exponenten an: 


—m=1, n-+1, 2n 
(dabei ıst aber 


me a 


=) 


Yy 4n-+1 
=) 
2007, anti, au 
On anti 
ai 
2 
2a nl 
a 
An 23 n+1 
2 
& 
2 n+1 
& 
1 an ha 
m [f,18]” 


‚qn-+1; 


nur ın 
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2) Anstatt des dortigen & hat man hier Fr und endlich 
1 


wird noch % 
2 Sn: y\artl.. La 3 
3) jedes Glied > hier durch gn-+-1 dividirt, wäh- 
1 
rend dort der gemeinschaftliche constante Divisor m bei allen 
Gliedern auftritt. 


a 1 
Ist nun speciell =, so wird auch hier 


g-1)n+1 
(ähnlich wie in (9) 





1 a 1 a 
24 ce) (ea 
: (& 2n+1 

Nr 


et) 


— 8n+1)+2 Gn41 \® Cu 
en a 


44 a3n-t1 








2 


und die Convergenzbedingung für diese inverse Function 
(x als Function von y) ist 


mod. R — N) a „| ls, 
also 
1 


mod. y < mod. a m) a 
a. 


während die Convergenzbedingung für die directe Function 


(y als Function von &) 
1 


mod. x < mod. Bey 
ist. n 
c) Ist aber < von 1 verschieden, dabei aber grösser als 
Null und relativ prim zu n, so kann man zuerst diese ge- 
gebene '* Partialfunction n!° Classe | 


Fnik&) — Ynı = ua + nr + ar +, 
in welcher a, von Null verschieden ist, nach Formel (2) zur 
Potenz 4 erheben, wozu nur nöthig ist, n (2) m= rn zu 
setzen. Man erhält eine erste Partialfunction »!° Ülasse 
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ee N ee 





aus welcher man dann x nach der obigen Methode nach 
2! 


i N» 2 E «= 
ganzen Potenzen von (« ) entwickeln kann; wir bezeichnen 
diese Reihe 

1 n+1 2ntHl 


n,1 n,1 








i i 


Denkt man sich eine (vollständige) Reihe, welche fort- 
1 


schreitet nach ganzen positiven Potenzen won y°, (welche 
Entwickelung weiter unten ausführlicher behandelt werden 
soll) und bezeichnet dieselbe mit 
= 2 _ 9 
ty Hby the db, 
E i a 

und zwar so, dass diejenigen b, welche mit den unsrigen 
gleichen Index haben, mit denselben beziehungsweise identisch 


sein sollen; setzt man ferner ey anstatt y, multiplicirt 
—#ih 


2 und nimmt dann die Summe, 


9, y) mit dem Factor r 
welche durch die ganzzahlige Variirung von 
k=0, 1,2, .,,n—1 

erhalten wird, so entsteht, kraft der Voraussetzung, dass ö 
relativ prim zu % ist, 


n—1 CH 7 
Dont) Drb vn), 
0 ) = 


wobei s,_, die Summe der (q — »)!" Potenzen sämmtlicher 
Wurzeln von x“ — 1=0 bedeutet, so dass nur solche Glieder 


H. SCHAPIRA, Cofunctionen. 1,2. 4. 
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bestehen bleiben (und zwar alle mit dem gemeinsamen F actor n 

multiplieirt), für welche g= x (mod. n) ist, Man erhält also 

die identische Gleichung 

% ent 2012 

1 —rih Üh i Ü i i 

WANN a ae: 
0 i i i 


—= 9:(Y). 


N,% 
Wir nennen dieselbe, als Analogon zu den Cofunctionen 


mit ganzen Potenzen, eine x'* Partialfunction n!“ Classe von 
1 


der Hauptfunetion ;(y), welche nach Potenzen von y’ fort- 
schreitet. — Man sieht sofort, dass unsere inverse Function 
von fn,,(2) eine solche erste Partialfunction («= 1) ist. Man 
kann also sagen: Die inverse Function eimer W® Partial- 
function n'” Olasse ist, sofern i relativ prim zu n, und a; 
von Null verschieden ist, immer eine erste Partialfunchon 


derselben n'”® Olasse einer Hauptfunction, welche nach Potenzen 
1 


von y' fortschreitet. Diese inwerse Function ist immer durch 
Substitutionaldifferentiation in angegebener Weise zu berechnen. 
In diesem Satze ist der in b) als specieller Fall für i—1 
enthalten. 
d) Hat « mit n einen gemeinschaftlichen Theiler d, so 
setze man 


n—1 











ae Ei = und Zum; 


und, indem dann die vorgelegte '* Partialfunction »!° Classe 
in x als eine 5!° Partialfunction »n»!e Classe in & betrachtet 
wird, nämlich: 


[eo] 


[00] 
Yn,: = In,i(&) = >: Re > Aymayjanimd-tid 


0 0 
@ 


= 7 ma (E) = Ns} 
r 0 ; 
die inverse Function (& als Function n) dieser 7! Partial- 
function m! Classe ist dann eine erste Partialfunction der- 
selben an!" Classe einer Hauptfunction, welche nach ganzen 
1 


positiven Potenzen von m’ fortschreitet. Oder, mit andern 
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: , ? E n\ter . 
Worten: x? ist eine erste Partialfunction (*) Olasse einer 


Hauptfunction, welche nach ganzen positiven Potenzen von 
d 


y'  fortschreitet. 


e) Der Fall der inversen Function der nullten Partial- 
function erfordert noch eine besondere Behandlungsweise, da 
für «=0 jene Bedingungsgleichung, oder die daraus ent- 
stammende Congruenz keinen Sinn giebt. 

Man kann aber in diesem Falle in folgender Weise ver- 
fahren. Man setze nämlich in 


Yn,o IE fn,o (&) — Ay —- Wr + don X” - See 
x" —E& und yo — % = N1- 
Man erhält so 


1m t nn tat nit. 
Adgn — Os; b 
wonach aus der obigen Formel (u), wenn man darin 


7 nl. 
setzt, sich ergiebt: 


Hd da 


= 
m? 
ge 6 ') u | 
+ art Er 
+2 5) PERL 
37 &E 1) Rz: 


und wenn man darin nach und nach 





q=1,2,3, .-., oo 


gesetzt sich denkt, jedesmal den Üoefficienten von = nimmt 


und mit rn multiplicirt, so erhält man unter der bedingung: 


ae el 
4* 
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—et—=1-+ Bit n— RS, 0,n° + (2a, — e, 0,) n? 
— (Ba, 'e, — Ba 0,0, —- eo, @,) [7a ERBEN 
also: ’ 


a 





1 
1 a, mo My) — 


— (Yn,o — %)” 
a, 


2a; — 4, Ag 
+ — EB - (Yn,0 — 4)° 


N 





Br aan aa 
or (a, n r 3n) + n An (Yo — Mt . 


N 





f) Als Beispiele können die zuerst in der Mathe- 
matik überhaupt gebildeten inversen Functionen angeführt 
werden, nämlich die sogenannten goniometrischen und cyclo- 
metrischen. »o ist 


. :T 23 3 
(1) YO ET Sa TEN 
eine erste Partialfunction 2! Classe und es ist die ent- 
sprechende inverse Function 


1 1“ 9 Imy8 


y? 
238 Arge eh 





. Q 
= arcın y= 4 + 


in der That ebenfalls eine erste Partialfunctien 2! Ülasse, 
und zwar ist sie genau nach dem Obigen gebildet. 
Ebenso sind 


3 5 
(2) y-gi- NER +G +. 
und 


3 5 
= adgy-!—- + — +: 


entsprechende inverse erste Partialfunctionen 2er Ulasse. 
Und ganz ebenso ist auch 


a) +9 - +4 


ei 43% _ 8 
log (y) = 7 een + EI +. 
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die inverse Function erster Olasse, welche der nullten Partial- 
function erster ÜOlasse 


® 
ß 2 


entspricht, die aber (mit dem Obigen übereinstimmend) nach 
dem besonderen, für z= 0 erforderlichen Verfahren be- 
handelt ist. — 

Uebrigens ist 


1-lgld-y-1+24+2 4% +... 
die Hauptfunetion, von welcher 


=. 3 JE) 
ag er. 





eine erste Partialfunction zweiter Classe ist. 

9) Als ferneres Beispiel nehmen wir eine Function, 
welche für uns später noch von "Nutzen sein soll. Es sei 
nämlich zur Bestimmung des allgemeinen Coefficienten von 


{ee} 





Y _ > ap u 
0 
die allgemeine Formel 
P—2 
2 (p — Am) 
Ap = nr ! ’ 
p: 


welche für p > 2 immer giltig ist (allerdings so, dass die 
nullte Partialfunction m!“ Classe dieser Function identisch 
Null ist, weil für p==0 (mod. m) offenbar a, = 0 wird) 
gegeben, und ausserdem sei nch = =1. 

Nach der bekannten Abhandlung von Weierstrass 
„über die Theorie der analytischen Facultäten‘“ (Crelle’s 
Journal Bd. 51) lässt sich der Convergenzkreis dieser Reihe 
für ein beliebiges complexes m leicht angeben. Man erreicht 
aber auch dasselbe Resultat, welches für ein ganzzahliges m 
sich durch folgende einfache Ueberlegung ergiebt. 

Da in einer h'er eircumplexen Function f(r"x) der Modul 


von x von h unabhängig ist und nur das Argument sich um 
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. 2 . . 
ganze Vielfache von = unterscheidet, so haben alle cir- 


cumplexen Functionen einer beliebigen Ulasse einer gegebenen 
Potenzreihe, und mit ihnen auch zugleich alle Partial- 
functionen einer beliebigen aber endlichen n”* Olasse 
(als endliche lineare Summe von den circumplexen) min- 
destens denselben Convergenzkreis, wie die Potengzreihe der 
Hauptfunction. Es können aber im Allgemeinen einzelne 
Partialfunetionen grössere Convergenzgebiete haben; jeden- 
falls ist aber die Potenzreihe für die Hauptfunction und so- 
mit auch jede circumplexe Function derselben mindestens in 
dem Kreise mit dem Radius, welcher der kleinste ist unter 
den hKadien der Convergenzkreise der Partialfunctionen, con- 
vergent. 

Diese Bemerkung ist nicht ohne Nutzen in Fällen, wo 
die Convergenzbedingung einer Partialfunction f„,;(x) leichter 
wird für die Untersuchung, als die der Hauptfunction f(x) 
selbst. Hat man aber die Oonvergenz von f„.(x) ermittelt, 
so lässt sich dann häufig aus der Art, wie < in der Con- 
vergenzbedingung auftritt, sehr leicht schliessen, für welches 
i der Ausdruck für den Radius ein Minimum wird; und dieses 
wird dann den Radius des Convergenzkreises der Haupt- 
function liefern. Ja man erspart sogar in vielen Fällen auch 
die Untersuchung dieses Minimums, da der Ausdruck 


a, n-ti 
1) n+i 


lim 22, 
welcher behufs der Convergenz der Reihe für die s!° Partial- 
function zu untersuchen ist, oft durch eine geschickte Wahl 
von n von © unabhängig gemacht werden kann, wenn er es 
noch nicht überhaupt war. In solchem Falle haben dann 
natürlich alle Partialfunctionen gleichen Convergenzkreis, und 
somit auch die Hauptfunction. 

Untersuchen wir in unserem Falle den Convergenzkreis 
einer z'°" Partialfunction m! Classe unserer Function, indem 


wir also in 
pP—2 
[:] (p—Am) 
eh ) 
ee 2 


dz; p! 
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die für fm,,(&) einzig mögliche Form 
Dig: Meet 
einsetzen und den Ausdruck für zwei aufeinanderfolgende 
Werthe von p, nämlich entsprechend g und (g — 1) bilden, 


wobei wir im ersten Falle den Bruch in zwei Factoren zer- 
legen: 

















qm-Hi—2 
kl (a—M)m+i) 
Igm+i = - (gm-+i)! = BR : Fish, wobei 
_ lamtillg -Vm+ ill) mtl: 
P, 2 ( | 1-2. -.-q > 
Se Em] —2m] --- [i— de nn ze N) 
(a+1)(ga+2) (ga )m-+i ; 
p -( aD m +i—1 m] Li {a-Dm—Y+i}m] 
: [(g-1) m+i+1] [(g—1) m+i+2] 
Ki (a -Dm—n)Hi+1}m|- li Ka m-1)Hitm3}m] 1 e) 
[(g—1) m+i+3] a Igm-H—1]) . qm-Fi 
(g—1) m-Hi—2 


bl «-1-»n+49 


EEE NER FET 
Kg—1)mHi = EL). 
— ( (a—) mi] [a—2)mtil::d_ 





I A 





f— m} 2m] - - - E— {(g—1) (m—1) #i—2 en 
(+1) (aF2--- (a1) m+Fi-i]lg-Dm+i] ) 





> 





so springen folgende Bemerkungen sofort in's Auge: 

1) Das erste Glied [gm + i] im Zähler des ersten Factors 
Von Aym+i; hebt sich gegen denselben Ausdruck im Nenner 
des zweiten Factors auf. 

2) Der ganze noch übrig bleibende erste Factor P, stellt 
genau den Ausdruck von a,-1m+: dar. 

3) Der zweite Factor P, besteht aus einem Bruche, der 
eine constante Anzahl, nämlich (m — 1), Factoren, in 


_ 
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welchen die Grösse q linear enthalten ist, sowohl im Zähler 
als im Nenner, und 
4) Die allgemeine Form dieser einzelnen Brüche des 
zweiten Factors 
i - [a -Y) m—Y)+itulm 
i+(@g—-1)m+u+2 
ı ale Ir au Du De rr LLARTERE, 
er —m+i+u+2+mg 
u=-- 10,1, ---, (m—3) 
sagt unmittelbar aus, dass für m > 1 und g> 2 kein ganz- 


zahliges g möglich ist, für. welches in einem dieser Brüche 
der Zähler oder Nenner Null werden könnte, da die Ausdrücke 











— m(ut?i)+t | Re 
m(m—1) m 
für die Werthe 
1 2 01,2, 
u= —1,0,1,-:.,m—3 


immer kleiner als 2 bleiben; und endlich noch 

5) Dass sowohl im Zähler als auch im Nenner der 
Coefficient von g unabhängig von ? erscheint. 

Schreibt man daher den Quotienten zweier aufeinander- 
folgenden Glieder der Reihe in der Form 


(m—tı) (m—1)— m(u—1) 


m—2 
mer I-J q 


= m 
0 ; + 





— m(m—1) 








und setzt q= 0, so erhält man ohne Weiteres den von ö 
unabhängigen Grenzwerth 


lim nn ur — (1 — mrTgn. 
== gi) mi 
Die Convergenzbedingung für alle ie @—0,1,2,-- -,m—1,) 
Partialfunctionen me Classe ist somit 
Abs. m (1— my” <1, 
oder 
1l—m 


Mod. x < mod. (1—m) ” , 
welche nach dem Obigen auch für die Hauptreihe gilt. 
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Um nun die inverse Function zu der ersten Partial- 
function einer beliebigen n!°" Ulasse unserer Function zu er- 
halten, brauchen wir nur die Werthe von 

dan 
für die obige Formel (2,) zu benutzen. Setzt man nämlich in 


»—2 


A (p— Am) » 
HER 0 er mP—! ( m ) 
a pi} Wed p—1 


p=qn-+1, und trägt diese Werthe in (Q,) ein, so bekommt 
man für g=0 und a,=1 unmittelbar db, =1; dann für q=1 


n—+1 
p “6 vr m” m i 
ae m ee Vrmle/ 


ferner für g=2 


2 
Or E (n an 1) Gntı 23 Ga ? 


ensure Aare 
Mm mM 
banrı = m?" Kea at 55 etc. 
n—+1 2n +1 
Uns interessirt hierbei insbesondere der specielle Fall 
n = 1, also die inverse Function der gegebenen Hauptfunction 


selbst. Es ergeben sich in diesem Falle die einfacheren 
Ausdrücke 








d.h. 





1 
Di (a m) m’, etc. 
3 , 


Aus den Eigenschaften der Facultäten und Binomial- 
coefficienten kann man leicht schliessen, dass allgemein 


1 
De mzan m 
gt 


ist, so dass die inverse Function der ersten Partialfunetion 
erster Classe von 
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p—2 
& [:] (p— Am) 
y— 2 „A; = u Be für p>2; a4 =a-1 


0 





ın der Form erscheint: 


TER 1 
3 - BE) 
0: 1 


welche Reihe für jeden Werth von y innerhalb des Kreises 





mit dem Radius mod. > convergirt und also nach dem 


binomischen Lehrsatze auch so geschrieben werden darf: 
1 


= yltmy) ". 


Erhebt man diese letzte Gleichung zur m!“ Potenz, so 
erhält man 
Er Sy 
14 my ’ 
oder eine nach y trinomische Gleichung 
= er MEY ne gm = y 
[6,0] 


welche durch die Reihe y= > Gp &P 


0 
P—2 
. [:] (p—- Am) 
0 


p! 
für jeden Werth von « innerhalb des Kreises mit dem Radius 





dp y>2 ıdda=-a,=l 


im 


R = mod. (1 — m) ” 





befriedigt wird. 

Man sieht leicht, dass dieses Resultat mit der bekannten 
Darstellung der Wurzeln einer trinomischen Gleichung vom 
Grade m genau übereinstimmt. Bekanntlich liefert dieselbe 
Reihe zugleich [für (r7,x)] sämmtlche Wurzeln der trino- 
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mischen Gleichung, innerhalb desselben Kreises, innerhalb 
dessen keine zwei Wurzeln einander gleich sein können. 
(Vgl. Bemerkung von Gauss, Werke, Bd. III, Anzeige der 
Beiträge zur 'Theorie der algebraischen Gleichungen (Juli 
1849) pag. 115; Abhandl. der Kgl. Gesellsch. der Wiss. zu 
Göttingen, Bd. IV. Ferner die bald darauf von der philo- 
sophischen Facultät zu Göttingen preisgekrönte Arbeit von 
Westphal „Evolutio radieum aequationum algebraicum e 
ternis terminis constantium in series infinitas“, 1850; dann 
die einem Programm des Nicolaigymnasiums zu Leipzig bei- 
gegebene Abhandlung von Gebhardt „Die Auflösung drei- 
gliedriger algebraischer Gleichungen durch Reihen mit einer 
Tabelle etc.“ 1873; und endlich noch die Dissertation von 
Herrn v. Mangoldt „Ueber die Darstellung der Wurzeln 
einer dreigliedrigen algebraischen Gleichung durch unendliche 
Reihen.) Für unseren Zweck ist diese Lösung innerhalb des 
genannten Kreises vollkommen ausreichend, wie wır später 
sehen werden, so dass wir uns in gewissen Fällen sogar die 
besondere Untersuchung des Verhaltens auf der Peripherie 
dieses Kreises ersparen können. 


B. JImverse Functionen der circumplexen Functionen. 
Ist die allgemeine h'° circumplexe Function n!° Classe 


n,h . 

3 h 24h 2 the 
Taerar re 
gegeben, in welcher a, von Null verschieden ist, so kann 
man das absolute Glied nach der linken Seite herüber- 


n,h 
bringen und in der Entwickelung von [y— a,|? nach 
steigenden Potenzen von x wird man die Formel (uw) be- 
nutzen können, indem man darin die Werthev=1, n=1 


und r. x anstatt & setzen wird. Man wird auf diese Weise 


erhalten: 


1 


(w) he Fee Aa mar, ie 
[y — al? 
a —q9-2 2 DE a 
+ Cara .. 


Frag Voegzl 
zul Ja ; 
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(Weil auch hier das Gewicht eines jeden Üoefficienten genau, 
wie oben, mit dem entsprechenden Exponenten von x über- 
einstimmt, so würde man zum selben Resultate gekommen 
sein, wenn man nicht 7% anstatt x gesetzt, sondern eine 
analoge Substitution für die Coefficienten, nämlich »**a, 
anstatt a, sowohl in der ursprünglich gegebenen Function 
als auch in der (—g)!"" Potenz derselben angewendet hätte. 
Dass in den Operationen der Substitutionaldifferentiation dadurch 
keine Störung eintreten würde, ist selbstverständlich. Man 
könnte schliesslich diese Entwickelung der Coefficienten mit 
Hilfe der Substitutionaldifferentiation auch dadurch bewirken, 
dass man für x, falls die Reihe auf der Peripherie des Kreises 
mit dem Radius Eins noch convergirt, den speciellen Werth 
x = r‘ gesetzt hätte.) 

Um jetzt die Coefficienten b in der Potenzreihe der ent- 
sprechenden inversen Function 


n,h Nn,h 
en RE N CE he 
zu erhalten, muss man wiederum der heihe nach für g die 
Werthe g=1, 2,3, - - - setzen und die dadurch entstehenden 


Coefficienten von . nach Vorschrift mit - multiplieiren. (Dies- 


mal ist keine Beschränkung vorhanden, wie es für den spe- 

ciellen Werth n=1, = 1 aus der obigen Bedingungscon- 

gruenz auch direct folgt. Natürlich darf aber a, nicht Null 
sein.) Mithin ist 

n,h Be 2 

OR SE 9% _,(9— a) 

Era (Y — 4) 2 Bor 

n,Tı R 

(245° — 05) _, (y ar 

> RNIT TT IT 





a 
also | 
n,h N, h 2 N h 
ne 4) = 54 — M) er 
54 (a) taray 
Be Er 4 

unten Yayıt 
Aus den Relationen zwischen den Summen gleichhoher Po- 
tenzen der Cofunctionen und ihren Coordinirten ergeben sich 
dann mehrere merkwürdige Eigenschaften und Beziehungen, 
von denen wir bei einer andern Gelegenheit Gebrauch machen 
werden. 
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ST. 

Einige weitere Eigenschaften der Substitutional-Differentiale 
höherer Ordnung von homogenen isobarischen Functionen. 

a) Ist (un, U, °*, 4)” eine homogene Function mi 
Grades der Variabelen «1, “,, *  -, %r,, so ist definitionsge- 
mäss ım Allgemeinen (für m > 1) 

Snd|(ur ; u, , 0)” | = Snd|(un , ur, * ° °, ur,)”] 

— (U U U Und Undny © 9) Ust)” 


wiederum eine homogene Function von demselben m!" Grade 
von 2f Variabeln, worunter die f ursprünglichen auftreten 
können und ausserdem auch noch f andere, welche aus den 
ursprünglichen durch eine auf die Indices ausgeübte lineare 


Substitution a erhalten werden. Dabei treten diese f 


letztern nur linear auf. Ebenso ist ferner $)d, oder sd, aus 
jener homogenen Function m!“ Grades wiederum eine homogene 
Function von demselben m!“ Grade im Allgemeinen von 3f 
Variabeln, worunter die frühern 2f und ausser ihnen noch 
f solche, welche aus den f ursprünglichen durch die Substi- 


tution BR erhalten werden und wobei diese letztern 
Unten, Uheny'* 7; Uyt2n Nur linear erscheinen können. Und 
so ist auch (im Allgemeinen *)) überhaupt sd sowohl, als 
auch sd eine homogene Function m'°® Dimension von den 
(+ 1)f Variabeln 4m, wobei p und z alle Werthe an- 
nehmen können 

g=1,2,5,::..,f5 

Dal 1 28, 2,1 
Dabei können die neu hinzugetretenen f Grössen 

U,tin, o=1,2,...,f 
nur linear auftreten. 
*) In speciellen Fällen könnten verschiedene darunter, ja sogar 


alle gar nicht auftreten, wie z. B. für die Operation s/d, wenn t>m 
ist. Vergl. (1) und (2) am Schlusse von $ 4, 
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Die Richtigkeit dieser Behauptung ist oben bereits direct 
aus der Definition gefolgert worden. 

Uns wird im Folgenden ein specieller Fall interessiren, 
wobei 7=n — 1und die Indis,= 9, d.h. 1,,L,.,b-ı 
beziehungsweise die Werthe 1,2,-.--,n — 1 haben, wobei 
ferner m einen der Werthe 1,2,---,» besitzt, während die 
ursprüngliche Function ausser den Variabeln u, , u,,'- *, Un 
auch diejenigen enthalten soll, welche aus jenen durch eine 


a 


auf die Indices ausgeübte Substitution E erhalten wer- 


den können, jedoch so, dass die Glieder ausschliesslich vom 
Gewichte (g.n) sein sollen; wir bezeichnen eine solche mit 


Mm 
(1; , Us; .o. Ze Un—1} Sn)gn’ 
m 
Denkt man sich eine Reihe 


Rn 

t M 
>: 8, I lu, Un, Um} Sn)qn 
) M 


entwickelt und nach steigendem Gewichte geordnet, so wird 
jedenfalls diese Anordnung mit der Anordnung nach steigen- 
dem t zusammenfailen, weil das Gewicht, wie wir oben ge- 
sehen haben, um » steigt, während ? um eins zunimmt, so 
dass das Glied 

Alu, Un, ° 5 Un-ıs Sn)an 


von mie Dimension und vom Gewichte 
G=(g-+ÜH)n 
sein wird. 


Auf Grund dieser oben bewiesenen Eigenschaft können 
wir nun einige für die Folge wichtige Bemerkungen machen. 
b) Der grösste Werth von j in u;, welches in 


Mm 
qn 
Mm 


Sal u ee 35) 


vorkommt, ist, solange j>1 bleibt, Un — m-+]1; 
und zwar kommt ein solches “4-49 -m+ı In diesem Gliede 
nur linear vor. 

Denn, da die Dimension aller Glieder constant gleich 
ist und da andrerseits die übrigen m — 1 Factoren keinen 
kleinern Index als Eins haben können, so wäre für 
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s>«arunr— mi 
schon das kleinstmögliche Gewicht G von uri.u,d. h. 


G=m—1l+j>(+tdHn, 
geschweige erst, wenn einige der Indices andrer Factoren 
noch grösser als die Einheit wären; also kann nur 


J<@+ün—m+i 
stattfinden. Ist aber speciell 

j=(+0n— m+1 
und käme a; in dem betreffenden Gliede etwa in der wie 
Potenz vor, so könnten die m — u noch übrig bleibenden 


Factoren keine kleinern Indices als die Einheit haben, und 
schon ur* u# hätte das Gewicht 


m+(g— 1) u =m+ulat+Hdn — m] = ul +Hn— (u — 1m 
und dieses müsste den Werth (g--t)n haben. Aus der 
Gleichung 

a +9r mu )—=0 
folgt aber entweder u=1, odr gun — m=0, also, 
in letzterem Falle, j = 1; wie behauptet wurde. 

c) Ist nun m=n, so wird das erste Glied (d. h. für 
t= 0), welches von der n!®" Dimension und vom Gewichte 
gqn ist, jedenfalls die Potenz w% enthalten und es wird noch 
von den speciellen Werthen von n und q abhängen, ob noch 
darin ausserdem andere Grössen u vorkommen können. So 
7. B. würden über die Existenz von u? - u‘ die Bedingungs- 
gleichungen 

we ee u, 

Au WV—=gn 
zu entscheiden haben. Jedenfalls ist aber klar, dass darin 
kein u, enthalten sein kann, wenn 

‚>@—-bn-+l 


ist und, dass das « mit dem grösstmöglichen 7, nämlich 


Ug—1)n-H1 
nur linear erscheinen kann, und zwar in der Form 


n—1 
UM o-1) n—-1 u, 
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und auch das nur, wenn 
g>1 
ist. 

Das nächste Glied (£=1) ist von nt“ Dimension und 
vom Gewichte (9 +1)»; und es kann daher kein « mit 
einem grössern Index als gn + 1 enthalten und “,„+1 kann 
darin nur noch linear vorkommen, nämlich in der Form 


Vontı WE. 

Das dritte Glied (t = 2) ist von n!® Dimension und vom 
Gewichte (9 + 2)n und enthält kein u mit einem grössern 
Index als (+ 1)» -+1; und ein «u mit diesem grössten 
Index, “gti +ı, kommt darin nur linear in der Form 
Urn vor; etc. 

Und allgemein ist das (£ + 1) Glied (E=t) von nt 
Dimension und vom Gewichte (g-+t)n und enthält kein 
Glied mit einem grössern Index als +-t— 1)n-+1 und 
das vu mit diesem grössten Index, %4+:_1)»+1, Kommt in diesem 
Gliede nur linear in der Form | 


—1 
Ebene . 


vor. 

d) It m=n—1, so wird das erste Glied (= 0), 
dessen Gewicht qn und dessen Dimension n — 1 sein muss, 
jedenfalls ur! u2 a enthalten. Der grösstmögliche Index 
von u Er darin 53=(g—-N)n-+2 sein; aber die zwei 
mit den grössten Indices behafteten «, nämlich %.-_12-r1 SO- 
wohl, als auch “«-1)»12 Können, sofern g>1l undn>1 
sind, nur linear und zwar in der Form 


n—3 n—2 
A 1)n+1 U, u Tesp. A) nt2%ı 


darin erscheinen. (Es kann nämlich ein Glied von der Form 
r—2 überhaupt nur für na = 3 noch existiren, weil 
a1) 


die Bedingungsgleichung 





(—1)n +1-+ u(n—2) = gqn, oder n—2+ ni 


sonst n als ganze Zahl nicht zulässt; aber auch für diesen 


Fall fällt dieses mit der angegebenen Form 


—3 
u —1)n-+1 u, %, 


zusammen,) 
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Das zweite Glied (= 1) hat dieselbe Dimension n» — 1 
und das Gewicht (g + 1)n und besitzt, ausser den « mit 
kleinern Indices als qn, noch die mit den zwei grösstmög- 
lichen Indices qun +1 und qn +2 und zwar die beiden 
letztern nur linear in der Form 


\ n—2 
% n+1 2 u, n+-2 Win 


etc. Und allgemein ist das (£ + 1)! Glied (für =!t) von 
der Dimension » — 1 und vom Gewichte (g + f)n und ent- 
hält ausser den «, deren Indices kleiner als g+t— ])n 
sind, welche zu höhern Potenzen vorkommen können, nur 
noch die zwei mit den grösstmöglichen Indices 


n—3 
U u, D 


Ug-+t—-1)n-H > Ug-+t—1)n+2 
die nur linear in der Form 


n—2 


Wen) n+1 Up wor )n-+2 u, 
auftreten. Denn setzt man für das erste Glied die allge- 
meine Form 


n—3 
u, resp. 


A n—d—2 
Wa) n+1 vor u, 4 
so folgt aus 
G= (+11) —n+1+4utv(n—A—2)—(g-+!)n 
die Bedingungsgleichung 
N | 
EEE 
in welcher A, u, v und n ganze positive Zahlen sein sollen. 


Diese Bedingung kann für v offenbar nur dann erfüllt wer- 
den, wenn Au #1<A-+2, oder A< Er 
eindeutigen Werthe 





ist, woraus die 


ml, Welsh 


Re ist schon 
oben (in (1)) gezeigt worden, dass die angegebene Form die 
einzig mögliche ist. 

e) It m=n—-2, so wird das erste Glied (= 0) von 
der Dimension »n — 2 und vom Gewichte q» und enthält 
ausser den « mit kleinern Indices, welche zu höhern Potenzen 
vorkommen können, noch die drei « mit den höchsten In- 
diees —1)n +1, (@—-N)n+2, (g—-1)n +5 und zwar 
letztere nur linear in der Form 


H. ScHAPIRA, Cofunctionen, I, 2. 5 


sich ergeben. Für das zweite Glied « 
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4, n—3 
U 


Yu) ni u i Aue 
n—5f ? Werinte EN.) Woiyn+3 1 


2 
Un) n+1 U, 


Das zweite Glied (= 1) ist von der Dimension n — 2 
und vom Gewichte (9 + 1)n und enthält ausser den « mit 
kleinern Indices, möglicherweise zu höhern Potenzen, nur 
noch die drei « mit den höchstmöglichen Indices qn + 1, 
qn +2, gn-+-53, und zwar letztere nur linear in der Form 


n—4 
Yanıı Ws %ı { n—4, n—3 
n—-5B| ? u n+-2 U, u, I a n+-5 u, ? 
Md u. u, 


etc. Das (+ 1)!° Glied (für 2=t) ist von der Dimension 
n — 2 und vom Gewichte (g +!) n und enthält auser den u 
mit kleinern Indices zu höhern Potenzen noch die mit den 
drei grösstmöglichen Indices 


(+Ht—Yn+1, (+t—1)n+2, (g+t—1)n+3 
und zwar die drei letztern nur noch linear in der Form 


FREE Ne | u (m, +4; u); er PRRENIIE 3 53 

Durch diesen systematischen Fortgang wird man zu der 
Vermuthung veranlasst, es müsste ganz analog so auch 
fernerhin die Sache a verhalten. | | 

f) In der That ist allgemein für m =n — k die Den 
sion für alle Glieder constant n — k, während das Gewicht 
im ersten Gliede (für =0) @=gn, und dieses Glied ent- 
hält daher, ausser den « mit Indices, welche kleiner sind als 
(g+t—1)n, noch folgende (+1) mit den grösstmöglichen 
Indices: 

Womatız Waılnt2; "5 Monti 


und zwar letztere nur linear. 

Und so ist allgemein das (Ü+1)' Glied (für t=!t) vom 
Gewichte (g-Ht)n und enthält, ausser den « mit kleinern 
Indices, noch die (k+1) mit de grösstmöglichen Indices: 


Wh ynHl, Mghenatr, "9 MgH-Dn+kH 


und zwar die 4 + 1 letztern nur linear in der Form 
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Dub ESEL RE 
MH tR' Io Rauz en a ) 


wobei sich das Summenzeichen auf alle möglichen Werthe 
von-den A in der Bedingungseleichung 
A, +2, +3, +: +4), =k+1—K 
bezieht, in welcher A eine der ganzen positiven Zahlen von 
1 bis k+1, und A,, A,, * +, A, ganze positive Zahlen be- 
deuten, deren Summe nicht grösser sein darf als 
n—k—1. 


n 
Denn ein Glied aaO Date 


G=u(la+HYn — u—Nn+uk-D)—k 
haben; weil aber hier 


G=(tOn 


sein muss, so bekäme man die Bedingungsgleichung 
N En BZ al? 


woraus 


—#=# würde das Gewicht 


R NN 
elanh At See 


h 





folgen würde, was man auch in der Form 


i k+1—K 
(B) hun (Ht—-ı)n + —1 


schreiben kann. Nun ist (g+t—1)>0 und X >1, so dass, 
wenn wir den speciellen Fallg +7 — 1=0 vorläufig noch 
ausgeschlossen lassen, der Nenner des Bruches eine positive 
ganze Zahl ist und zwar grösser als n, oder mindestens gleich 
n; weil aber k+1>X ist, so ist der Zähler eine ganze 
positive Zahl, welche kleiner, oder höchstens gleich % ist. 
Da aber jedenfalls an — k=m>O ist, so ist unter allen 
Umständen in dem Bruche der Zähler kleiner als der Nenner, 
so dass für die ganze positive Zahl u die Bedingung 
0<u<2, 

also u =1 folgt, was zu beweisen war. 

Für den noch unberücksichtigt gebliebenen Fall 


(+1) 0, 
welcher für positive und ganzzahlige q und i nur eintritt 
5* 
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entweder fir g=O0 und t=1, 


oder SR Oil e — 0; 
verwandelt sich die Formel («) in 
(«) De K=12,3,--k+1. 


Aus dieser von n unabhängigen Bedingung für u ergeben 
sich einige für beliebige n geltende Gesetze: 

1) Es kann kein «,; darin vorkommen, wenn Jj>k-+1 
ist; denn es wäre dann ®— 1>%k, also u durch keine 
ganze, positive und von Null verschiedene Zahl zu be- 
friedigen. 

2) Die Grösse “,+1, ist darin nur linear enthalten; da 
aus u < - sich offenbar eindeutig u = 1 ergiebt. 

3) Die Grösse u, kommt für k > 2 ebenfalls nur linear 
vor, und nur für k=2 erscheint u,?; wie aus u<i4— 


(wenn der Fall# — 1, der wie weiter sich ergeben wird den 
eindeutigen Werth u = n liefert, vorläufig noch ausge- 
schlossen wird) zu ersehen ist. 

4) Allgemein kommt %_-ı für %k > 2(l-+1) nur linear 
vor, wie aus 


+1 
(9) ten 
direct folgt. 
5) Für /—=1 hätte man u< x 


bestimmt werden könnte; indess lässt sich für u, die Bestim- 


woraus nichts für u 


mung direct treffen. Aus @l(uf u —) — n ergiebt sich 
nämlich i 

(un) A—-P)=Kß, 
woraus zunächst für k = 0, entweder u—=n, oder ß = 1 und 


umgekehrt für u=n, oder ß=1 nothwendig k=0 sich 
ergiebt, so dass für k—= 0 und nur für k = 0 u“ vorkommen 
kann. Dass aber für ein von Null verschiedenes % der Maximal- 
werth des Exponenten von «, nicht n — k — 1 überschreiten 
kann ist schon deshalb klar, da die Dimension von u=*-1H! 
schon um [| — 1 zu gross wäre. Die höchste Potenz von u, 
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kann somit (für k= k) nur in der Form ur +14, en erscheinen 
(worin übrigens für k—= 0 der Fall u” enthalten ist). 

6) Bezeichnet man den DENT. von u für Y=k— | 


mit M, so folgt aus (y)M, = Er it9 


Da nun aber ausser dem Gewichte auch die Dimension 
n — k vorgeschrieben ist, so existirt für u noch ein Maximal- 
werth M, = n — k, der nicht überschritten werden darf; be- 
zeichnet man daher die kleinere der beiden Zahlen M, und 
M, mit M, so ist der wahre Maximalwerth von u für ein 
beliebiges k die Grösse M. 

7) Für u, wären also die Möglichkeiten u=1,2,:- ,k; 
indess ist der Werth u—= k — 1 speciell auszuschliessen, weil 
das Gewicht von uf! » @=*H, nämlichna +k— 1 fürk >1 
schon grösser als n wäre, und um so mehr das Gewicht von 
etwa us wert fürj>1,dak<n-+1 folgliehn —k+1>1 
und somit Jan —k+)>n — k+1ıst. 

8) Für u, existirt noch ein Maximalwerth von w: 


) für Ur— 1. 


u=n 9%. 
Denn angenommen, es käme in einem Gliede w*=%*-! vor, 
so könnten die noch übrig bleibenden % + [ Factoren keine 
kleinern Indices als 2 haben; aber selbst «24-1 „+! hätte 
das Gewicht =n-+tI!I>n für [>O. 
Aus dem Auseinandergesetzten bekommen wir für 


+t—1)=0 
folgendes Gesetz: 


u, kann nur zu den % verschiedenen Potenzen 


—2k ort U —k—1 } 
ir Sa Kar A u vorkommen; 


“, kann nur zu den k — 1 verschiedenen Potenzen 


ul, u2,.»-,u%2, uk-! vorkommen; (vgl. (7)) 


u, kann nur zy den E(}) verschiedenen Potenzen 


k 


1 2 2 
U3, Us, +, Us vorkommen ; 
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u, kann nur zu den E(t) verschiedenen Potenzen 


(5) 





1 2 
Ur, Us, +, Us vorkommen ; 
k ; 
u; kann nur zu den FE Re verschiedenen Potenzen 
zer 

1 2 kK—1 

Ur, Un,’ *, Ur vorkommen; 
Ü 219 kann nur zu den 2 verschiedenen Potenzen 
le, 


u ie Wo yın 
E57) #(7°) vorkommen. 


Alle u,, wobei ae), kommen nur linear vor; und 


endlich kommt ein u,;, wobei 7 > % + 1, gar nicht vor. 

Aus folgender Tabelle für k=0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7,8,9, 10 
und % wird man noch manches Gesetz, welches für die 
praktische Entwickelung de& aufeinander folgenden Werthe 
nützlich werden kaun, ersehen können, wie z. B. dass irgend 
ein constanter Werth von ">1 für X — 1 aufeinander 
folgende Werthe von % dieselben Werthe von u liefert; etc. 

Für (g +t—1)>0 sind die obigen Erörterungen für 
unsern vorläufigen Zweck vollkommen ausreichend. 

Natürlicherweise konnte man alle diese Bedingungen 
auch aus den durch das Bildungsgesetz von $'d entspringen- 
den zwei Bedingungsgleichungen für Gewicht und Dimension: 


1) 4, +2, +5,44 k+DAinen, 
2) 4, + A, + Ab s+ ka=n—k, 


welche ın der Theorie der binären Formen bekanntlich eine 
grosse Rolle spielen, und aus denen - 


3) +2, +... +klu=n 
folgt, auch entnehmen. 
Auch für den allgemeinen Fall 
q+t—1>0, odr p=qg+R>1 
kann man sämmtliche entsprechende Eigenschaften direct aus 
den beiden Gleichungen 
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1) 4, +2, 43%, +. +(PNn + %dpntr tt =pn 
I Le Le RL Fe ke App tn —k, 
aus welchen sich durch Subtraetion noch 
3) 2,4 ont Dat ep lt 
ergiebt, herleiten. Offenbar haben alle A für ein gewisses 
Werthsystem g, t, k eine constante Summe, und somit nimmt 
irgend ein Glied den grössten Werth an, wenn alle übrigen 
den kleinstmöglichen d. h. (weil sie positiv sein sollen) Null 
annehmen; und dann ergiebt sich aus 3) 
Max. (pn + x DA Pp—Un+k, 
oder 
Max. (pn + #1) — 2ZUntR, 
pn-+x 
und weil alle A ganzzahlig sein sollen, so nimmt dieser 
Coefficient eines beliebigen A,,+, den grösstmöglichen Werth 


für Ayn+» = 1 an; dann ist aber 


Max. (pn ++ —- D=(p-Dn-+K, 


also ıst 
pnta—1I<p—Un+k, 
oder 
a A ee 
und | 


I. Max. «„)=(p—-p—1n+k-+1. 
Daraus folgt, dass für den grössten Werth von p’: 
Mrp—l, 
der Maximalwerth von #, unabhängig von g, t, n, niemals 
den Werth % + 1 überschreiten kann. Also 
(a) für keinen Werthvon p=qg-+t kann em Up-1yn+j vOr- 
kommen, wenn 3 > k-+1 ist. 
Dann folgt aus 2) einerseits 
Max. (Aynt,) =n — k; (p', # beliebig) 
und andrerseits aus 1) 
Max (Aue nen —=1+E ee ; 
also: 
(b) es kann kein A den kleinern der beiden Werthe 


n— k; | 





überschreiten. 
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Für p—p)n—»<pn-+x, “ h. @— ne 
(was für P > jedenfalls eintritt), ı 


NEE Max. (Ay a) —= ]. 


() für irgend ein p kommen die Grössen 


Bunte? (erı)atr vr Upnnya; (= 1,2,8, >, k+1) 


nur linear vor. 
It p=2p, + 1, so kann noch 


2 





Mn 
k+2 . e 
nur dann vorkommen, wenn = 5 ist, während alle 


übrigen «, deren Indices kleiner als En sind, (für be- 


liebige x) auch zu höhern Potenzen als zur ersten vorkommen 
können. 
Man kann also aussagen: 


(d) für irgend ein Werthsystem von g, t, n, k sind die 


Grössen U, Ua, U, "5 Wg+t—ln+r+ı, Welche nur allein in 
t —k 
un 
n—k 


vorkommen können, in drei Gruppen einzutheilen: 


==], 238, - 4: k--1 
5) "(& (2) -1)a+% I (# ’ ’ = » 
"E(E)n , "E)erı ETZÄTRE (Gyr trtt 


* U Der u ) U Ar 
(z (2) +)n+7 ? (z (2) +2)n+3 )) j) (H—1)n--k+1 > 


von denen die erste (sobald nur g+-t>1 ist) immer zu 
höheren Potenzen, die zweite nur unter Umständen, für ge- 
wisse Werthsysteme von g, £, k, n und die dritte für gar 
keine Werthe von g, t, k, n zu höhern als zur ersten Po- 
tenz vorkommen onen | 

Uns interessirt nun besonders die letzte Gruppe. Es ist 
sehr leicht einzusehen, dass nicht bloss keine höhere Potenz 
dieser Grössen, cken auch kein Product irgend zweier 
derselben vorkommen kann. Denn setzt man Aynı, =1, 
wie es für die Grössen in III. nur allein möglich ist, wenn 
es nicht Null ist, so folgt aus den obigen Gleichungen, die 


1% U; re 


I. 


Abschnitt VIII. Capitel II. $ 7. 13 


sich in folgende zwei 
1) A, +24,432,4 + +(pn-a—1) Ant lp—pin—a 
2) At At At Ay te —=n—k—1 


verwandeln, aus denen sich durch Subtraction 


3) +22, +... + (pn +%— 2) ya: 
ergiebt, dass .—=(p—p—UD)n+k+1—e, 


Max. (pn + = p—Dr+k+i— (put) 
ist, und wenn man darin die Werthe, welche den Grössen III. 
entsprechen 


Dnt+2—(p-Dn+k+l; @-Dntk-;(E&)-H)n+% 


in umgekehrter Reihenfolge einsetzt, so erhält man successive 


Max. (p’n+x—2)=0,1,2,::-, (»-E@)-2R+r-H1—), 
wobei offenbar 


Be dn+r+1<2[E@+ Rt, 


also 


Were 2n lego [E@)+1|lr+x 
ist, was zu beweisen war. 

Für spätere Rechnungen wird es vortheilhaft sein, aus 
der Gruppe III. noch die (k + 1) letzten Grössen 


IV. Upnnti, Wp-nat2, "> Up-DnHrH 
auszuscheiden und besonders zu behandeln. Man überzeugt 
sich leicht, dass der Coefficient von %y»-1)»+1 eine homogene 
ganze Funetion von (%, %, ***, %+ı) , der Coefficient von 
Up—iintz eine solche von den Grössen (a, %, :* *, 4x), etc., 
der Coefficient von %yp-ı.1x eine ebensolche von (a,, @y, 43, 

-, Ar +2), und endlich der Coefficient von %p-ıntrı eine 
solche homogene Function von u, und «, ist; alle diese 
homogenen Functionen sind von der constanten Dimension 
n — k — 1, während das Gewicht derselben derart variırt, dass 
das von (u, Us, * +, Wr-rt2), (m — K) ist; so dass dasselbe 
den Index von Wp-ını? zu pn ergänzt. Dieses stimmt 
auch in dem Gliede u" wpymtrrı. Bemerkenswerth ist, 
dass diese Gesetze von p unabhängig sind. 

Aus der folgenden Tabelle wird man die Construction 
für den Fall g+t=1 leicht überschauen können. 


für die Exponenten u von uy, die den Werthen k=0, 1,2,.. 


Tabelle 


@+t—- )=0 ist. 





. 10, k entsprechen können, wenn 
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Die eingeklammerten Grössen sind durch die Bemerkung 7) für u, wenn k'=2 ist, ausgeschlossen. 
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f) Nehmen wir noch zur Vervollständigung den speciellen 
Fallm=2, asok=n— 2 an, so sind alle Glieder von 
der zweiten Dimension und das erste Glied ((=0) vom Ge- 
wichte qn, welches aus sämmtlichen Grössen 

U, Ug, U, ° 5, Ugn-1 


und zwar in der Form auftritt 


>> U Ugan-—t; 
. : : qn 
wobei [ die ganzzahligen Werthe (=1, 2, 3, ;, E(*) 


annimmt, so dass nur für g9n—=24 die Grösse u, ım Quadrate 
vorkommt; sonst kommen alle Grössen darin linear vor. 
Das zweite Glied hat die Form 


> u, Ug+U)n-1, ’ 
wobei [, die ganzzahligen Werthe , =1,2,3,---, A) 


annimmt, so dass nur für + 1)n=24, die Grösse u,, 
im Quadrate erscheiut; sonst aber kommen alle Grössen darin 
linear vor ete., und allgemein hat das (£ + 1)'° Glied (für 
t=t) die Form 

> Ur, Ulg+) n—1, p) 





wobella==1,2.,9, er, Be) bedeutet, so dass nur, 


2 
grün 
2 


wenn eine ganze Aahl ist, “cn zum Quadrate 
8 ’ (+9 
_ 2 


vorkommt; sonst aber kommen alle Grössen « darin nur 
linear vor. 

Fasst man alles hier Auseinandergesetzte zusammen, so 
kann man folgenden Satz aussprechen: 

Werden die Glieder der unendlichen Reihe 


je 0) [e 0] 


V— U = ii u, — >r. Upzn 
m 


1) 
in Gruppen so eingetheilt, dass zur t* Gruppe die Grössen 
Watontı, Wrrdnh2r 99 Watsmdn-ı 
gehören, so besitzt 


n—k 
t 
Salt. U UK | 


n—k 
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1) die (k+1) ersten Grössen der t* Gruppe nur linear; 

2) heine einzige Grösse einer höhern Gruppe überhaupt; 

3) wohl aber die Grössen aller frühern Gruppen mög- 

licherweise zu höhern Potenzen. 

In dieser ganzen Betrachtung ist eine beschränkende 
Voraussetzung gemacht worden, dass in unserer Reihe die- 
jenigen u, deren Indices die Üongruenz J == 0 (mod. n) be- 
friedigen, nicht vorkommen. Hebt man diese Beschränkung 
auf, so modifieirt sich das obige Gesetz etwas, aber ganz 
unwesentlich. Natürlich wird man dann zur Zt" Gruppe 
auch die Grösse “ar. zählen müssen. Aber die Form der 
Glieder complieirt sich dann ganz bedeutend; und weil man 
für unsern Zweck den etwas allgemeinern Fall, wie wir 
weiter sehen werden, leicht in eindeutiger Weise auf jenen 
speciellern zurückführen kann, so habe ich es nicht für noth- 
wendig erachtet, 'hier bald bei der Aufstellung des allgemeinen 
Gesetzes auf die complicirtere Form einzugehen. Aus den 
später durchgeführten Beispielen für n = 1, 2, 3, 4,5 
wird indess diese Modification klar genug hervortreten. 


Drittes Capitel. 


Allgemeine Lösung der algebraischen 
Gleichungen höhern Grades mit Hilfe von 
Cofunctionen aus Potenzreihen. 


S 8. 


Anwendung der obigen Operation auf die formale 
Bildung der Potenzreihe 


fan tat parte, 
deren n eircumplexen Functionen f (r" x) in der Umgebung 


von £=( für jeden Werth von x die n Wurzeln einer 
gegebenen Gleichung n!“" Grades 
A) Fle,a)= 2" + pn-ıla) + panel)? te: 
+92 rm) — 0 

darstellen. 

a) Wir stellen uns jetzt die Frage: wie müssen die 
Coefficienten 9,(x) in einer nach z gegebenen Gleichung 
n!®® Grades F'(2,x) = 0 als Potenzreihen 


Pr (2) = Mo 4 ıC + at: 
beschaffen sein, damit die n circumplexen Functionen einer 
durch die 9,(x) zu bestimmenden Potenzreihe 
(w) fd) ot tr +::: 
die n Wurzeln der Gleichung in der Umgebung von 2= 0*) 
für jeden Werth von x repräsentiren. 





*) Die Umgebung von 2=0 ist nur gewählt, weil dieser Fall 
eine kleine Erleichterung im Schreiben gewährt; es ist aber selbst- 
verständlich, dass alles für diese Umgebung Bewiesene auf die Um- 
gebung von 2 = b sofort übertragen werden kann, wenn man für x 
setzt © — b und für den Punkt & = b dieselben Vorschriften überträgt, 
welche sich hier für = 0 etwa ergeben sollten, 
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Nehmen wir nun an, die Aufgabe sei gelöst und es seien 
9,(x) und dann f(x) in gehöriger Weise bestimmt, so werden 
für die Partialfunctionen 


(v) Pn,i = In; (%) — X Ar WERE RR = Aan-ti ae = a 
4 Ann arH 2... 
die in der Einleitung citirten n Gleichungen 


I DP)+- ng) 


(k=0,1,2, rl ]) 


identisch befriedigt werden müssen; weil aber dieses in einem 
endlichen Gebiete, d. h. für unendlich viele stetig aufeinander 
folgende Werthe von x geschehen soll, so wird bekanntlich 
jeder Coefficient von x in der nach Potenzen von & geordneten 
liuken Seite von (x) einzeln verschwinden müssen. Daraus werden 
sich nun unendlich viele Systeme von je » Gleichungen er- 
geben, welche zur Bestimmung der nöthigen Bedingungen 
und zur vollständigen Berechnung der a, da, wo die Be- 
dingungen erfüllt sind, ausreichen. Nehmen wir zunächst 
k=n— lan, so erhalten wir die identische Gleichung 


ne = NPot Pn-ı(%) —n| (+ 1,0) + (An + &n-ı,n)%” 
+ (an + an-ım) 2° +4 (An + Ann) +: | 
Te [m-1@) ER Fur |. 
Daraus ergeben sich sofort zwei für die Folge wichtige 
Bemerkungen: 
1) Alle a, deren Indices die Oongruenz 
J=0 (mod. n) - 
befriedigen, bestimmen sich linear durch die «, deren erster 
Index constant gleich n — 1 ist und deren zweiten Indices 
dieselbe obige Congruenz befriedigen; es ist nämlich direct 
Ua 75 On 
2) Alle « in 9,-1(2), deren zweiten Indices die obige 
Uongruenz nicht befriedigen, also diejenigen, welche nicht zu 
der nullten Partialfunction nt! Olasse von @,-1ı(%) gehören, 
d. h. diejenigen, welche noch in | 
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9-1) — m@)| 


übrig bleiben, identisch Null sein müssen. 

Es ist aber leicht zu ersehen, dass, während die erste 
Bemerkung noch ein wenig modificirt werden muss, wenn sie 
für die übrigen n — 1 Gleichungen, welche den übrigen n — 1 
Werthen von % entsprechen, gelten soll, gilt die zweite Be- 
merkung auch für die übrigen in (x) enthaltenen Gleichungen 
ganz direct. In $2, ec (Einleitung) haben wir nämlich ge- 
sehen, dass in dem ausgerechneten Ausdruck 


>, De) 
alle Glieder von der Dimension na — k und vom Gewichte 
G=0 (mod. n) sind; d. h. der Ausdruck ist eine Summe von 
homogenen Functionen (n — k)'r Grades von s'r 
GVO E 2, en 1) 

Partialfunctionen einer und derselben nt Classe, deren Glieder 
zwar nicht isobarisch sind, jedoch ist ihr Gewicht durch n 
theilbar. Wir haben aber oben gesehen, dass, wenn man 
solche Glieder als Potenzreihen darstellt, die Exponenten von «, 
welche mit dem Gewichte der entsprechenden Üoefficienten 
übereinzustimmen haben, ebenfalls der Congruenz e==() (mod.n) 
genügen müssen. (Wie dieses aus der Sd-Öperation am 
deutlichsten hervortritt.) Daraus ergiebt sich aber sofort, 
dass in der identischen Gleichung | 


DDP) +- Va) —0 


auch 9,(2) so beschaffen sein muss, dass die Exponenten 
von & Multipla von » seien; d. h. die Bemerkung 2) gilt für 
alle Werthe von k(k=0, 1, 2, ---,n— 1). Daraus er- 
halten wir für unser gestelltes Problem zunächst eine Ein- 
schränkung der Möglichkeit. 

Es ist, nämlich, nur dann möglich, dass die n eircum- 
plexen Functionen einer Potenzreihe f(x) mit ganzzahligen Ex- 
ponenten für jeden Werth von x die n Wurzeln der Gleichung 


M) Fe,)=# +94) tt meet. 
tler pl) = 0 
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in einem endlichen Gebiete (in der Umgebung von x = 0 
repräsentiren sollen, wenn die noch: vollkommen unbestimmten 
Potengzreihen gr(x) die Gestalt haben 


9x(%) 7 Pr, 0 ir Der a” ir Pr, 2n 2 + a + Dan An -- 
d. h. wenn die g,(x) nullie Partialfunctionen ni“ 
Olasse sind. 

Eine zweite EL ergiebt sich ferner aus folgender 
Betrachtung. 

An anderem Orte (im III! Capitel des zweiten Abschnittes; 
vgl. Salzburger Vortrag $ 2, a habe ich bewiesen, dass 


2 I DM - 5 Don 


unabhängig von dem Werthe von & stattfindet. Setzt man 
nun £=0, und bedenkt, dass eine :'* Partialfunction für 
%&=(0 immer Null ist mit Ausnahme des einzigen Falles 


‘=(, in welchem [po ()| _, = %, 80 wird offenbar 


&D(») il, > DD (») Re: & ar 


so dass die Relation (x) wirklich auch für x = 0 giltig bleibt, 
wenn man daran denkt, dass (20) 0 0% wird, und in 


der That 
fyy a: en or a” 
(.) 0 ah ( 0) 
ist. Setzt man aber diesen Werth in (x) ein, so erhält man 


noch eine nothwendige Bedingung für unser gestelltes Problem; 
es muss nämlich 


[mn @]_,— Ba = Dl)a 





sein. 
Der Definition nach wird die h!® circumplexe Function 


nter Glasse aus f(x) dadurch gebildet, dass man „” x anstatt X 


setzt, so dass für x = 0 alle n circumplexe Functionen, welche 
die Wurzeln der Gleichung in der Umgebung von 2 = 0 
repräsentiren sollen, den gleichen constanten Werth 


(fr, 2), —= 0, 
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haben; soll also die verlangte Repräsentation der n Wurzeln 
durch f(rn®) in der Umgebung von 2&=0 noch für den 
Grenzwerth x = O selbst gelten, so muss für © —= 0 der zuge- 
hörige Werth 2 = a, eine n-fache Wurzel der Gleichung sein. 

Setzt man die durch die soeben gefundenen zwei Be- 
schränkungen näher bestimmten @,(x) in die gegebene Glei- 
chung ein, so ergiebt sich in der That für x = 0 

F(e@,0)= (2 — a,” = 0. 
Diese letzte Form der nothwendigen Bedingung ist also in 
den zwei obigen enthalten; nicht aber umgekehrt, weil die 
obigen zwei Bedingungen eine weitere Beschränkung für die 
übrigen « (ausser den absoluten Gliedern) auferlegen. Jene 
zwei Bedingungen sind aber auch hinreichend, wie sich das 
daraus ergeben wird, dass wir bei Voraussetzung ihrer Be- 
friedigung nicht bloss die Möglichkeit der Lösung in der ver- 
langten Weise nachweisen, sondern dieselbe auch wirklich 
durchführen wollen. ; 

b) Haudelt es sich nun um einen solchen Fall, wo die 
Coefficienuten der gegebenen Gleichung nullte Partialfunctionen 
ne Classe von gewissen Potenzreihen von x von der für das 
verlangte Problem nothwendigen Beschaffenheit wirklich sind, 
dass das absolute Glied in dem Üoefficienten von 2* den 


Werth (— 1° (%) as" hat, für welchen Fall wir diese 
Coefficienten mit 
pr(X) = (— re?) + %&,n8" + 0,2%" + 
ee ee 
bezeichnen, so kann man in der That die Function f(x) so 
bestimmen, dass rei); (h=0,1,2,---n— 1) in dem ver- 


langten endlichen Gebiete für jeden Werth von x die Wur- 
zeln von 


od) Fa) Dat =! 


liefern sollen. 
Um nicht die Rechnung ohne besondere Noth bedeutend 
zu compliciren, nehmen wir noch an, es sei die speciellere 


H. ScHAPIRA, Cofunctionen, I], 2. 6 


@ 
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Gleichung gegeben, in der @,-1(x%) = 0 identisch erfüllt sei, 
auf welchen Fall der allgemeine bekanntlich immer eindeutig 
zurückgeführt werden kann. Schon bei der Lösung der Glei- 
chungen der ersten vier Grade haben wir nämlich gesehen, 
dass die Rechnung mit unsern Determinanten sich ganz be- 
deutend vereinfacht, wenn man po = OÖ hat, d.h. aber, da 


n—1 


NP = hc, 
0 


ist, wenn die Summe der Wurzeln unserer Gleichung gleich 
Null ist; oder, weil der Coefficient von 2”! die Summe der 
Wurzeln (mit umgekehrtem Vorzeichen) repräsentirt, wenn die 
vorgelegte Gleichung die sogenannte Keducente ist. In diesem 
Falle gestalten sich dann die n Bedingungsgleichungen in der 
einfachern Form: 


0 Pn-1 Pn-2 *** Pı 
| ER 
(0) 9-1 Im 2 0 ae 38 








|Pn-ı Pn—2 Pn-3 °** 0 


0) Da-Arr De 
) 0) er 
ie ee en 








Pn-2 Pn-3 WEN: 0 | 


HB Hd) DRG), 


Ya Pn-2(2) = — N R Pn-ı + PePn-2 4 Ps Pa-3 + 
FR Pal) ER =" )Pe] 


» 2 


(n—1) (x) =. 


Bedenkt man nun, dass für den Öoeffiecienten von x@* in der 
ausgerechneten und nach Potenzen von x geordneten Glei- 
chung (k) für ein gewisses k(k=0, 1,2, ---,n — 1) genau 
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dasjenige in a gilt, was wir oben in w für das Glied mit 
dem Gewichte qn in 


20 
Ä 5, du, U, 95 Un-1; Sn)ın 
u m 
bewiesen haben, so bekommt man für den Üoefficienten von 
x”, der für sich verschwinden muss, die a — 1 Gleichungen, 
von denen nur die eine (für k = 0) eine binomische Gleichung 
n'e® Grades, während alle übrigen lineare Gleichungen sind, 
aus welchen zunächst die (na — 1) Grössen der ersten Gruppe 
A Ya at 


durch die als gegeben vorausgesetzten Grössen 


s A 
&o,n, K,n; &2,n %) Rn—1,n 


und zwar alle a, bis auf das eine a,, durch jene « und a, 
eindeutig ausgedrückt werden können. Man hat nämlich: 


aus k=(0, a, = (— 1)” @o,n 
„kl, na‘ "q, — (— 11, 
„k=2, na + Mad = (— 1)" 2a, 
bs, na, a, mn nı,s(ar "a,)a; + N2,3a, x 
— (— 1" 3o;, 
Brk—d, nal a, + n,.(a “a,) Q,-+N2,1(41,4;, a), a3 


+n,.0  ,—(— 1104, 


re n—k—2 
„k=k, na  arrıtnı,.lal a.) Ay 
—k-1 
Ei N2,(Q}, dig) A) AR 


ee, „(eh a, (+) Ze 


{ en eh u = (— yr—k &ı,n 


u, n)a An + dam. + "+ Ge) 4) 
+ [ED "7a Dann 
2 
(Die Summe aller Zahlencoefficienten in der Gleichung für 


k= k ist immer na + nz + Ne, + "+ M-ı,: = 3 


6* 
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Für k = 0 ist also a, mittelst der binomischen Gleichung 
n'® Grades durch «&,„ gegeben, dann ist für k=1 eine 
lineare Gleichung für a, gegeben, welche a, durch a, und 
&ı,n ausdrückt; dann wird a, (für k = 2) linear durch a,, a, 
und &,„ ausgedrückt und so fort, bis endlich aus der Glei- 
chung für k=n — 2 die letzte Grösse der ersten Gruppe, 
nämlich a,_, linear durch die mittels der frühern Gleichungen 
bereits bestimmten Grössen @„_2, Qn-3, -..; dy, 4; Und &u-2,n 
eindeutig ausgedrückt wird. 

Ferner folgt dann für den Üoefficienten von x°*, der für 
sich allein verschwinden muss, das System von (n — 1) lauter 
linearen Gleichungen zur eindeutigen Bestimmung der (9 — 1) 
Grössen der zweiten Gruppe: 


Ont+i; Ant2, Ant33 »**, Apn—1- 
Man hat nämlich: 





Fe] 
aus k = Da na, Un ar Do,2n 
n—2 \2—2 
„k=l, a An+2 + (A, @9),_, * Antı = Bin. 
R N—3 n—3 
„ k === p a, An-+3 — (a4, 23,85 2 An-+2 


Sr (4, ds, Das = Ba,on 
—A —4 —4 
„k=3, a Antit ld, 2), 3° Amts + (9,4203), 2 Ante 


—4 
- (@1,@3, 43, RE, Gn+1== D3,9n 


—5 —5 —5 
„k=4, % Ant5+(Q,, TEE An+4 (41, Qs, 5), An+3 
Er: 25 
—+(44, 4, 43, NEE An+2t(Q1,@,..-, 7 JRR Ani 
— Du, 2n 
j AR Be 
„k=hk, a, “ AntkH1 =E (a, 7a * Antk 


2 
+ (a, 4, GA), ri “ Onitk-ı +: * 
Sr 
T (9, Qyy .. », Orte) Anti +: 
Tu 
+-(@ Ay... +; ORUHREN, .* Ontı = Di, 


5 k=n—2, d,Am-ı + Aglan-a + + Aramu + ' 
+ Mm An+2 + a1 In = Da-3, 2n 
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wobei die D4,2„ bekannte Ausdrücke von den aus dem obigen 
Systeme bereits bestimmten Grössen @, 4a, ..-,; An-ı und 
den als gegeben vorausgesetzten Grössen « bedeuten. 

In ganz derselben Weise liefern die Üoefficienten von 
x?”, welche einzeln gleich Null sein müssen, zur eindeutigen 
Bestimmung der an — 1 Grössen der dritten Gruppe: 


Aan+i1, Aant25 »- +, Asn—ı 


durch die bereits bestimmten « mit kleinern Indices als 2n 
und durch die als gegeben voräusgesetzten Zahlen «; 5, die 
n— 1 linearen Gleichungen 


r n—1 
für Ö, na, AH = Bo,3n 
k=1 in* Er B 
2 —uL5 a, A2n+2 E (a, Gy) 7 Ani = 1,3n 
fa n—3 n—3 
D) k= Fr a, Gan+3 er (a,, Ay)n_g * Aon-2 


_8 
2 (a4, ds, 03), ı AH = b;, In 
1" 3 n—4 n—4 
» Ser a,  Wnt4 ar (a 03 “ Qan+3 
4 
ir (a, 03, G;)n_2 " A2dn-+2 
4 
+ (Q,, G,, As, a), 1 - Aantı = Ba, 3n 
n—5 5 
„ k=4, a. Qan+5 + (A, A), 4° Manta 
ee, 
+ (a, 4, Az) " Aon+3 
—a 
iz (4, Qy, As, AST: * Aan+2 


ar (a, Agy ee, BAT, U DR Bi, 3n 


n—k—1 n—k—1 
„k=k, a Asntstı 4 (A, Qp),; ° Aantk 


—k—1 
gr (a, , An sr * Adn+k—1 Apr € 
53] 
um (a, ne? Ar) e Üan-+k—k' + Re 
rl 
I (@ppeee AH), ı - Gen = Di,3n 


„ kn —2, Ad Asn—1 —- Ag Agn—2 -- ausze —- Ak Ayn—r' + Er 
+ An—2 Q2n+2 + An— 1 dan +ı = Ds, 37: 


86 Abschnitt VIIL. Capitel III. S 8. 190° 


Nach dem Obigen ist leicht einzusehen, dass es ganz 
ebenso auch weiter gehen muss, so dass allgemein aus den 
Coefficienten von x?” sich die (a — 1) linearen Gleichungen, 
nämlich 


n—1l 
aus k=0, na, Akpyntı = Bo,pn 
N n—2 n—2 AyeL 
uk |, a pynte + (a1, 0), | ao = Di,pn 
Nn—3 n—3 
„ = an G, =" Kp—1)n+3 = (a, Qy)n_2 " p—1)n+2 


Bes: 
ı: (a4 o.., Be IKp—ın + = Doia 


n—k 


| | —1 | et 
en 
ee 


rl 
2 (4,, ar MH), 1 Ip —I)n-ti > Den 


„ k=n-—2, AGpn-ı + Aydpn 2 4° rpm tt ° 
ı An—1 U p—ı1)n +1 = Den 


ergeben, wobei die B;,»„n bekannte Ausdrücke sind, welche 
in sich ausser den gegebenen Zahlen «@ nur solche a ent- 
halten, deren Indices kleiner als (p — 1)n sind, so dass sie 
bereits aus Systemen von linearen Gleichungen, welche durch 
das Verschwinden der Coefficienten von niedrigern Potenzen 
von x entstehen, bestimmt worden sind; auch in diesem all- 
gemeinen Systeme von (n — 1) linearen Gleichungen in Bezug 
auf die a» — 1 Grössen der p'°®" Gruppe 


pda, Up—yanta) 3°: Up —UYnni 
sind die Coefficienten dieser Grössen ebenfalls homogene 
ganze Functionen derselben (n — 1) Grössen der ersten Gruppe 
Ay, Ag, Ag," , on 
wie in den frühern Systemen von Gleichungen, und zwar 
wiederum von der Beschaffenheit, dass sämmtliche Coefficienten 
die zu bestimmenden Grössen zum Gewichte pn ergänzen, so 
dass der Üoefficient von «p-1)a+„ das Gewicht n — x hat; 
ferner ist die Dimension dieser Üoefficienten in allen Gliedern 
der Gleichung, welche k = % entspricht, n — k — 1, so dass 
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sie in der letzten Gleichung, welche k=n — 2 entspricht, 
von der ersten Dimension, in der vorletzten von der zweiten etc. 
und in der ersten Gleichung, welche k = 0 entspricht, von der 
(n — 1)! Dimension sind. Ferner enthält der Coefficient 
von Ap—ıyn+rrı Keine anderen Grössen als a,, der Coefficient 
von Ap-ı)ntz Kein a mit einem grössern Index als 2, etc., 
und allgemein enthält der Coefficient von ay-yn+i—. Kein a 
mit einem grössern Index als k’ — 2. Alles dieses gilt für alle 
Systeme von Gleichungen, unabhängig von dem speciellen 
Werthe von p, wie man sich leicht durch die im vorigen 
Capitel bewiesenen Eigenschaften von S\d(a, ‚a, :: * , @n—ı3 8.) 
überzeugen kaun. Ausserdem ist die Construction dieser 
Gleichungen des Systems eine äusserst einfache: die erste 
Gleichung für. k = 0 enthält nur das einzige Glied mit der 
ersten Grösse der p!® Gruppe: &p—1»-+ı, woraus man den Werth 
B 


pn = 1,pn 
Na, 


in die zweite Gleichung für k = 1, welche nur die zwei ersten 
Grössen der p!® Gruppe Ap-1yn+1, &p-ıjnt2 enthält, einsetzen 
kann, und so 








n—2 


= (4 n dig) 








ar 
a 2.2 Ban n—1" ” 0,pn 
(nein 2 =. en 
nar“ . 
n—1 
De KB ea LER | 
729 ) n—2 
NE ih IB, pn? (9, An | 
narı® narı? 


erhält; und wenn so ferner diese Werthe in die dritte Gleichung, 
welche k = 2 entspricht und nur die drei ersten Grössen der 
Du Gruppe: &p-1)n-+H > Ap—1)n+2,5 Ip-—1)n+3 enthält, ein- 
gesetzt werden, so bekommt man: 


n—l 
er cr Na 


1 6—3n n—2 n—2 
Ap—1n +37 7, 4 Da a, ’ (a; Ag) 





3 as 
Ba, pn; (a, ’ Be , (a, ‚95 Ay)nı 


und in ganz derselben Weise auch allgemein die eindeutige 
Bestimmung: g 
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B (,pn 9 0 , 0 D 
B,, pn $) 0) F) 0) $) 
b3, pn p) ) ’ 0 ’ 
ei); bs, mn 9 0 ) 0 D 

1 Sn 3 
Ik p—1)n+x = F a . : 
n—x-+-2 
#—3, pn 0 ’ q, )) 
—a 1 n—ı+1 

Disaga a, il ? (a, On? 


i N—H n—H 
B,_ 1, (a, Ay) np (Q,4, Az) 442 


0 naar" 
0 (a, 1 pR, 
0 (Q , @, Ay), 
0 (a, HB un 
(a;, Be layer: Be 
(a, , 0a, RL, (a yeah a,_ a EB 
(A, Ay, Ay, En (9, 9°, Ar), | 


durch die (n — 1) Grössen qa,, 4, ***, dn-ı und den ent- 
sprechenden # Grössen Do,pn, Pıpn, *'"» Px-ı,2n, welche 
ihrerseits wiederum ganz bestimmte Ausdrücke von jenen a 
sind; während diese a durch das erste System von n Gleichungen 
bestimmt wurden, unter denen alle ebenfalls linear waren, 
mit einer einzigen Ausnahme der allerersten binomischen 
Gleichung für a;: 


- (-1Ya,, 


Mit wachsendem n en. sich die Rokhnine allerdings; 
indess vermehrt sich aber zugleich auch die Anzahl der durch 
die Rechnung gewonnenen Glieder der Potenzreihe, da jeder 
Coefficient von x2* zugleich n Glieder der Potenzreihe liefert. 

Hat man auf diese Weise die Grössen a bestimmt, so 
repräsentirt die Potenzreihe 
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fi) = 270%; (Agn = 0) 
0 
durch ihre n eircumplexen Functionen für jeden Werth von & 
in der Umgebung von =, d.h. bis zum nächsten Puncte, 
wo zwei circumplexe Functionen einen und denselben Werth 
annehmen, sämmtliche Wurzeln der vorgelegten Gleichung 


rt pn la) + RAM MED)—O, 
sobald die Functionen (x) beliebige nullte Partialfuncetionen 
n‘® Ülasse sind, welche in einem gemeinschaftlichen Gebiete 
convergiren, während sie für z= 0 verschwinden. (Diese 
letzte Bedingung ist nur nöthig, falls die gegebene Gleichung 
das Glied mit 2”! nicht besitzt, welchen Fall wir nur um 
die Rechnung zu erleichtern gewählt haben.) Alle übrigen 
unendlich vielen Grössen « sind sonst ganz beliebig, wenn 
nur der Quotient je zweier aufeinander folgenden 





Or, (g—-1jn 
einer Grenze zustrebt. Sind aber 9,(2) keine unendlichen 
Reihen, sondern endliche ganze rationale Funcetionen von den 
Graden p.m, wobei pm noch so gross sein darf, so ist nicht 
einmal diese letzte Grenzbedingung für die « nöthig*). 

Ist es nun zwar bekannt, dass eine Wurzel einer alge- 
braischen Gleiehung in Form einer Potenzreihe dargestellt 
werden kann, so hat doch unsere Darstellungsweise insofern 
noch einiges Interesse darin, dass eben eine und dieselbe 
Potenzreihe sämmtliche Wurzeln darstellt und zwar für n Werthe 
von x, deren absoluter Betrag derselbe bleibt und deren Argu- 


s Dlope ze A 3 
mente um Vielfache von Fe sich von einander unterscheiden; 


d.h. für n Werthe, welche die Theilungspuncte der in n 
gleiche Theile getheilten Peripherie eines gewissen Kreises 
liegen. Die Coefficienten unserer Gleichung haben durch 





*) Es kann natürlich nicht Wunder nehmen, dass hiermit die 
Möglichkeit zur Bildung einer Function mit unendlich vielen Will- 
kürlichkeiten gegeben ist, die jedoch immer die Wurzeln einer alge- 
braischen Gleichung repräsentirt, da dieselben Willkürlichkeiten auch 
in der jedesmal zugeordneten Gleichung mitexistiren. 
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ihre oben angegebene Beschaffenheit für diese » Puncte der 
Peripherie eines Kreises um den Nullpunkt immer denselben 


Werth, da sie gegen die Substitution "x anstatt x unempfind- 


lich bleiben. | 

Die obige Beschränkung unserer Lösung auf die Um- 
gebung von £=(, d. h. auf den Rreis, innerhalb dessen 
keine gleichen Wurzeln liegen, folgt für unsere Auffassungs- 
weise daraus, dass die Jacobi’sche Functionaldeterminante 
der symmetrischen Functionen der Cofunetionen, ausgedrückt 
als Functionen von den coordinirten Oofunctionen, für den 
Fall gleicher Werthe von verschiedenen coordinirten Cofunc- 
tionen, und nur für diesen Fall, verschwindet, was uns als 
Kriterium der Bestimmbarkeit, respeetive Unbestimmbarkeit 
der Wurzeln mit Hilfe der Cofunctionen gilt. (Vgl. zweiten 
Abschnitt des Werkes sowohl, wie auch den Salzburger: Vor- 
trag des Verfassers.) 

Unser Resultat stimmt aber genau auch mit dem 
überein, was nach der bekannten Theorie von Puiseux 
(„Becherches sur les fonctions algebriques*“ in Liouville’s 
Journal de Mathematiques pures et appliquees T. XV) sich 
ergeben müsste. Man kann am leichtesten sich davon über- 
zeugen, wenn man den von Herrn M. Hamburger in seiner 
Abhandlung „Ueber die Entwickelung algebraischer Fune- 
tionen in Reihen“ (Zeitschrift für Mathematik und Physik, 
Jahrgang 16) eingeschlagenen Weg verfolgt. | 


Seh 
Verification der obigen Darstellung der Wurzeln. 
Aus der Gleichung in der gegebenen Form 
Fa) — or + puıla) 2 Hope) + 
+9) 2-4 Pol@) — 0 
erhält man direct, wenn man die linke Seite partiell nach 2 


differentiirt, _ 


= — Na (n —1) 9,-ı(2)2”? En — 29,(2)2-+ 9,8) 


und durch %k-malige Wiederholung 
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FF n! Run 


re AT _— —— n—k—1 
a n— kt” ar a El Pn-1(E) 2 gi 


+ EN na) + Se), 





ed 
u —= (n)) 2 ir Dn—1 (X) 
und für kn 
® Pan | 
= N. 
02” 


und endlich für jedes k>n, etwa k=n+A (A= eier 
ganzen positiven von Null verschiedenen Zahl) immer 


ei 


art a3 Ö 


sich ergiebt. Nach der Voraussetzung war aber 


CYTpıle) — (') a + (ag, A, m) + 


+ (a ana) ar + 
so dass der Üoefficient von 2* in F'(z, 0), den Werth 


9 (X) = (— 1) a (%) Gy, 


annimmt, und somit wird 








Pa n! \ ER 
Gr je Er: (n—k)! Erlen 
'Sonach ist 
7 
(=) „9 van «=0 
2 le 
und 
0" F 
_—n!; 
02 
d.h. z2=a, ist eine n-fache Wurzel der Gleichung 
DO 0 


Dieses ist übrigens offenbar auch direct einzusehen, wenn 
man die nach der obigen Voraussetzung sich ergebenden 
Werthe 
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90) = (- NY)" 
in die gegebene Gleichung einsetzt, wonach 

F6@%,)=(e- a)" —0 
sich ergiebt. 


Bildet man die successiven partiellen Ableitungen von 
F(z,&) nach x, so erhält man 


rt... 
+9" ()2 +9 (); 


nun ist aber (x) eine nullte Partialfunction »n!° Classe von 
x, so dass 


oe F 
dar 


9 PR  (@) 


für &—=0 verschwinden, während für denselben Werth 2=0 
fürrk-n 


(0) = (— 1)”a,, (n!) 


sich ergiebt, wenn man die Bezeichnung 


(— 1!oı(2) = —-(t Jar a, ng" = ande == ek 
einführt. Es ıst nämlich dann 
Me Nn— (2 )! es 
(44 "pP (a) = Pan nk at On De 
ar er Ama + ..+, 


woraus sofort ersichtlich ist, dass 


9 (0)—=0, 
wenn 
kn 
und 
9 (0) = (1 nl)aıa, 
wenn 
k=n 
ist; ferner ist wieder 
pr) (0) Ben 0, 


wenn 


Zn>k>n 
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und 
9 (0) = (ran)! anın, 
wenn 
End, 
etc., so dass allgemein 
y (0) — 0 
für 
k=i (mod. n), 
pr (0) = (1 (gan)! augn 
für | 
k=gqn 


ist. Darnach ist für beliebige Werthe von 2, sobald k kein 
Multiplum von % ist, 


(2 )= OR (k = i (mod. n)), 





während für den Fall k= qn immer 
=) 
TER = El ee RN EBENE Pa 
(qm)! n—1,gn n—2, qn Ye 


— ia 1) 0%0,gn 
stattfindet. 
Endlieh ist noch 





Pa (n—1)! 2)! 


= n—v—1 N EEE ( n—y—2 
Dat dr (n sa )(@)2 Zu Faermaranl pl), (®) 2 4 


er nn pi, (2)2 + vo (2), 





so dass für = (0 die Factoren g®(0) nur, wenn u—=gqn 
ist, Null sein können, und für 2=a, bat man dann 


gt? FF (n—1)! 

a ! SENSE TRETEN n—v—1 

(u 5 ih - Maerhande 9 
re 


==9\) 
= en an te Hero l)!arHgm@ 
+ (1 (v Yanan| 


Vergleicht man dieses mit den Resultaten der oben ange- 
führten Abhandlung von Hamburger, so findet man, dass 
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die Hamburger’sche „Finalgleichung“ (im 16'° Jahrgange 


der Zeitschrift pag. 475) zur Bestimmung von [2 


ee 
wenn 2=(, 2=a, eine n-fache Wurzel der gegebenen 
Gleichung (2,2) —=0 ist, in unserm Falle die einfache 
Form annimmt: | 


Or o0"F dz\n 
en 
oder 
oO 
EN — 3 er ), 
En DE 
es ); 
ER 


was mit dem Werthe, welchen wir für a, durch Berechnung 
der cyklosymmetrischen Determinanten und Annullirung der 
einzelnen Coefficienten von x im allgemeinen Falle erhalten, 
oder, wenn man a, = Ö setzt, mit der einfachern Form 


Sau [— Rn—i1,n ae + On—2,n au GR + 





dan 
a (Mr 
vollkommen übereinstimmt. 
Aus dieser letzten Gleichung ersieht man, dass die 


dz ar E 
n Werthe von a, = (Ga) so lange &,n = 0 ist, von einan- 


der verschieden und jedenfalls (nach der Voraussetzung, dass 
die & nicht unendlich sind) alle endlich sein müssen. Nach 
der angeführten Abhandlung von Hamburger ist diese Be- 
dingung hinreichend, damit 2 in der Umgebung von «= 0 
nach ganzen positiven Potenzen von x entwickelt werde. 
Eine solche Potenzreihe ist giltig in dem Kreise, welcher 
bis zum nächsten Verzweigungspunkte, d. h. bis zu einem 
solchen Werthe von x*), für welchen z eine vielfache Wurzel 





*) Es bedarf kaum der Wiederholung, dass wir es hier immer 
nur zu thun haben mit dem Gebiete, innerhalb welchem sämmtliche 
gegebene Potenzreihen p(r) zugleich convergent sipd, so dass nur in 
speciellen Fällen, wie die, wo die p ganze rationale Functionen von 
x sind (was zum Behufe der Lösung von Gleichungen mit constanten 
Coefficienten, wie wir weiter unten sehen werden, vollkommen aus- 
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der Gleichung wird. Für unsern Fall würde das heissen bis 
zu einem Werthe von <= %,, für welchen 

(0) . Flrha) — fra) = 0 

wird. Die Bedeutung einer solchen Bedingungsgleichung für 
die Gleichheit zweier circumplexen Functionen ist an anderem 
Orte discutirt worden. Hier sei nur einerseits bemerkt, dass 
die Erfüllung dieser Bedingung identisch ist mit dem Kriterium 
für das Verschwinden der Jacobi’schen Functionaldeter- 
minante 


0,8 


a 





welche im vierten Capitel des zweiten Abschnittes behandelt 
wurde. Dort wie hier ist die Gleichung von der nullten 
Partialfunction unabhängig; man sieht es hier direct, weil 
alle Glieder, die gegen r” unempfindlich sind, d. h. alle, 
deren .Exponenten Multipla von » sind, sich bei der Sub- 
traction f(rlıx) — f(rx) weggehoben haben. 
Andrerseits würde die Nichterfüllung dieser Bedingungs- 
gleichung aussagen, dass unsere Potenzreihe 
fo)= mt tm +: 
die Darstellung der Wurzeln durch ihre eircumplexen Func- 
tionen f(r*x) für jeden Werth von x in der ganzen Ebene 
vertritt, sofern die Coefficienten der gegebenen Gleichung 
pı(x) in der ganzen Ebene convergiren. Die Curve, auf 
welcher sämmtliche Verzweigungspunkte sich befinden, würde 
in diesem Falle in einen einzigen Punkt zusammenge- 
schrumpft sein. 





reicht) oder wenn die g gewisse Functionen von Exponentialfunctionen 
sind, die ganze Ebene zu gleicher Zeit in Betracht kommt. 

Der bei Weitem allgemeinere Fall dagegen, wo die g solche 
analytische Functionen von x sind, welche zwar in jedem Gebiete 
durch gewisse Potenzreihen repräsentirt werden, jedoch so, dass in 
gewissen Gebieten immer andere und andere Potenzreihen die Dar- 
stellung jener Functionen übernehmen, dieser allgemeinere Fall, sage 
ich, wird uns erst später zu neuen Kunstgriffen veranlassen müssen, 
um auf jenen speciellern Fall zurückgeführt werden zu können. 
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Wiewohl es im Allgemeinen schwer fallen würde, a priori 
anzugeben ob eine Potenzreihe für gewisse Werthe der 
Variabeln verschwindet, oder nicht, so lassen sich in unserm 
Falle unter gewissen Umständen allgemeine Merkmale dafür 
in der leichtesten Weise angeben. Würde z. B. die Haupt- 
function, welche durch ihre » circumplexen Functionen sämmt- 
liche Wurzeln darstellen sollte, selbst eine s* Partialfunction 
n'e Olasse sein, also fn,.(#), wobei = 0 ist, so. ist die h'° 
circumplexe Function derselben: 


Inn) = I fm: (8); 
so dass für keinen andern Werth als z=0 die Gleichung 
In, (ra x) u In, (re %) a (ri X 7 fn,:(&) = 0 


befriedigt werden kann, während für /„.,(z) = 0 sämmtliche 
Wurzeln zusammenfallen. | 
Für welche Gleichung dieses eintreten kann ist sehr leicht _ 
einzuseben; es werden alle übrigen Partialfunctionen p;, 
wenn 7 =i ist, Null sein müssen und die eyklosymmetrische 


Determinante wird 
D)=-—1) 


so dass wir es mit der :!®" von den n mit der Gleichung mit 
lauter gleichen Wurzeln ein cyklisches System bildenden 
Gleichungen zu thun haben. 

Da aber bei der Bildung der Differenz (w) die Bu 
Partialfunetion gar nicht mitspielt, so wird auch 


fn,0(&) + Afn,: () 


die Eigenschaft besitzen, dass ihre sämmtlichen circumplexen 
Functionen, mit Ausnahme von dem einzigen Punkte, wo 
sie alle zusammenfallen, immer von einander verschieden sind. 
Dieser Fall tritt immer ein, wenn die Gleichung eine bino- 
mische ist. Diese beiden Fälle sind im zweiten Capitel des 
dritten Abschnittes bei constauten Coefficienten behandelt 
worden. Allerdings sind sie sehr einfach; indess wird es 
sich an anderer Stelle zeigen, dass man denselben Gedanken- 
gang mit einiger Modification noch weiter, insbesondere für 
_ trinomische Gleichungen, verfolgen kann. 
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Wird aber die Bedingung (w) erfüllt, so gilt allerdings 
die obige Darstellung der Wurzeln nur innerhalb des oben 
erwähnten Kreises; indess werden wir verschiedene Methoden 
anwenden können, um jene Lösung für die ganze Kbene zu 
erweitern. 


8 10. 


Angabe einiger Methoden zur Erweiterung der obigen 
Darstellung über jenen beschränkten Kreis hinaus. 


Um die obige Darstellung der Wurzeln einer gegebenen 
Gleichung nt“® Grades allgemein giltig zu machen, müssen 
wir uns bestreben zwei Beschränkungen wegzuschaffen: eine 
in Bezug auf die gegebene Gleichung, die andere in Bezug - 
auf den Gültigkeitsbereich der gefundenen Darstellung. In 
Bezug auf die gegebene Gleichung haben wir nämlich oben die 
Beschränkung gehabt, dass die Üoefficienten @,(%#) der Gleichung 
nur solche ganze rationale, oder solche irrationale oder transcen- 
dente Functionen sein dürfen, deren Exponenten durch» theilbar 
sind, und ausserdem müssen im Allgemeinen die absoluten 


Glieder in 9,(2) respective die Form 0,0 —(%) Art haben 


können, und falls @,-1(2)=0 ist, müssen sämmtliche &,0—=0 
sein, wenn die Wurzeln überhaupt als circumplexe Functionen 
einer Potenzreihe mit ganzzahligen Exponenten auftreten 
sollen. In Bezug auf das Giltigkeitsgebiet war unsere Dar- 
stellung nur in der Umgebung von 2=0, d. h. bis zum 
nächsten Verzweigungspunkte zulässig. Handelt es sich nun 
um die Lösung einer Gleichung mit beliebigen constanten 
Ooefficienten A„_ı, An-2, - - -, A}, Ay, so wird es darauf an- 
kommen, die Functionen 9,-1(%), @n-2(0), +. .; 9 (0), 9 (®) 
unserer ein für allemal zu lösenden Gleichung womöglich so 
zu wählen, dass für einen Werth von 2=%,, für welchen 
f(z) eonvergirt und die f(rx), die Wurzeln der Gleichung 
darstellen, 9,(2%,) = Ar, werde; es würde eine ungeheure 
Erleichterung zur Auffindung solcher Functionen sein, wenn 
wir uns von jenen Beschränkungen befreien könnten. Ueber 
die Aufhebung oder Umformung der ersten Einschränkung 
der Form der Coefficienten der gegebenen Gleichung werden 


H. ScHArIRA. Cofunctionen, I, 2, 7 
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wir im Nächsten ausführlich handeln, während wir hier einige 
Methoden zur Erweiterung des Giltigkeitsbereiches unserer 
Darstellung angeben wollen. 

Die erste und wichtigste wäre die Abbildungsmethode 
von Herrn Fuchs, welche derselbe bei einem viel compli- 
cirteren Falle, nämlich bei der ‚Darstellung der Integrale 
linearer Differentialgleichungen ‘‘ (Borchardt’s Journal Bd. 75, 
pag. 177—223 und als Anhang zu dieser Abhandlung im 
selben Journal Bd. 76, pag. 175, 176) einführt. Würde man 
nämlich in unserer gegebenen Gleichung 


2" + Pi (a) IH + PılE)2 + Pole) = 0 
die Fuchs’sche Substitution 
f(w) 

2) 00) 
machen, wobei f(w) und g (w) ganze rationale Functionen 
der complexen Variabeln w sind, welche für = nicht 
verschwinden, so würde die in Bezug auf w gebildete Discri- 
minante unserer Gleichung die Resultante sein, welche man 
durch die Elimination von w aus 


For + 9-1 (0) FW +. +9, @)Flw) +9) —0 
und der Ableitung dieser Gleichung nach w, welche man 
schreiben kann 


FW) n EI (w) + Rn — (ale) rw) +9 (a) = 0 
erhält. — Man kann sich nun diese Elimination unter An- 
derem auch dadurch erwirkt denken, dass in der zweiten 
Gleichung für F(w) im Klammerinhalte der Werth aus der 
vorhergehenden Gleichung eingesetzt werde und ausserdem 
noch in Z”(w) der aus der vorhergehenden berechnet ge- 
dachte (es kommt uns nämlich auf die wirkliche Ausrechnung 
hier nicht an) Werth von w. Für unsern Zweck genügt 
aber schon die auf der Hand liegende Thatsache, dass der 
jetzt erhaltene Klammerinhalt identisch ist mit demjenigen, 
welchen man erhalten würde, wenn man 2 aus der ursprüng- 
lich gegebenen Gleichung in ihre Ableitung nach z eingesetzt 
hätte; der neu erhaltene Klammerinhalt würde genau die 
Discriminante der ursprünglichen Gleichung sein. Ausser 
denjenigen Werthen von x, für welche schon die Discri- 
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minante der ursprünglichen Gleichung verschwindet, kann 
also die Discriminante der neuen Gleichung in w nur noch 
für die Wurzeln der Gleichung 

| F(w=0 
vel@hwinden; es lässt sich somit hierbei diese Methode der 
Abbildung des unendlichen Theiles der Ebene ausserhalb des 
Kreises, innerhalb dessen kein Verzweigungspunct liegt, auf 
den endlichen innerhalb jenes Kreises enthaltenen Theil der 
Ebene mit viel grösserer Leichtigkeit anwenden, als in dem 
complicirteren Falle der Integrale einer linearen Differential- 
gleichung des Herrn Fuchs, insofern dort einerseits die 
Kenntniss seiner fundamentalen Abhandlungen vom Bd. 66 
und 68 des Borchardt’schen Journals vorausgesetzt werden 
muss, und andrerseits treten in jenem Falle durch seine Sub- 
stitution ausser den Wurzeln von F’(w) noch auch die 
Wurzeln von wg(w) =(0 als neue singuläre Puncte auf 
(vgl. Nr. 4 und 5 der zweiten Abtheilung der angeführten 
Abhandlung pag. 205, 206, 207), was hier nicht der Fall ist. 

Diese in sehr vielen Fällen das Problem ganz anders 
beleuchtende und sehr fruchtbare Methode soll im zweiten 
Bande dieses Werkes, wo von der Theorie der Functionen 
complexer Variabeln ausgehend unsere Üofunctionen in ein 
ganz anderes Licht treten sollen, für unsern Fall zur 
weitern Durchführung kommen*), hier dagegen (in einem 
Abschnitte des ersten Bandes), wo planmässıg die formale 
und elementare Seite der Sache möglichst ausschliesslich zur 
Verhandlung kommen soll, möchte ich mich vorläufig mit 
diesem kurzen Hinweise begnügen. 


*) Besonders interessant zu werden verspricht noch die Anwen- 
dung eines speciellen Falles der von Poincar& bearbeiteten Fuchs’schen 


a,2-+-b, 
Gruppe von linearen rationalen Substitutionen von der Form ti = Au 
(Acta Mathematica Heft I), der specielle Fall nämlich, wenn die De- 


a,24+ b, 
theilung in reelle und complexe Substitutionen mit der Eintheilung 
nach (a-+ a2 4 und (a +d)?=4 zusammefällt, und f,f, = fıf; 
wird, 


terminante eine cyklosymmetrische ist, also f,; = ; wobei die Ein- 


Ann 
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Eine zweite Methode wäre die, die noch ganz unbestimmte 
Anzahl von Constanten, welche in den Functionen L%.(&) 
auftreten sollen, so zu bestimmen, dass der Radius des Gültig- 
keitskreises unserer Darstellung möglichst gross werde. Oder, 
wenn es sich um die Lösung einer Gleichung mit congt@äaten 
Üoefficienten handelt, sämmtliche «, bis auf eine . 
Anzahl derselben, verschwinden zu lassen und nur so viel 
zurückzulassen, als nöthig ist, um es so einrichten zu können, 
dass für ein beliebiges, aber als bestimmt gewähltes <—=x,, 
innerhalb des betreffenden Gültigkeitskreises von f(x) die 
n Gleichungen 9, (%,) = Ar, welche, wohl gemerkt, in Be- 
zug auf « linear sind, bestehen, was offenbar immer mög- 
lich ist, wenn die gegebene Gleichung keine gleichen Wurzeln 
besitzt. Diese Methode wird an einigen Beispielen illustrirt 
werden. 

Eine dritte Methode können wir in folgender Weise an- 
wenden. Wir beweisen zunächst folgendes: 

Lemma. Es giebt immer unendlich viele positive ganze 
Zahlen m, von denen mindestens eine zwischen 1 und n! 
(inclusive) sich befindet und dann mindestens eine ganze Zahl h 
zwischen Null und: m — 1, so dass die Congruenz 

h, ae nz + hr, = h (mod. m) 

befriedigt wird, wenn N7,N,,***,Nı positive, ganze, von ein- 
ander verschiedene Zahlen sind zwischen Eins und n — 1 und 
NN, Nı— m ist, während h,, hy, '--, hı ebenfalls positive 
ganze Zahlen sind, welche respective zwischen D und n, —1, 
zwischen O0 und n,— 1, ete., bis endlich zwischen d und nı — 1 
enthalten sind, so dass h,=0, 1,2, -, m, — ), wenn, =1, 
2, ::, | bedeutet, im ÜUebrigen aber verschiedene h,, auch 
gleiche Werthe haben können, von der Beschaffenheit, dass 
wenn man n(n > 2) beliebige, aber von Null und Unend- 
lich verschiedene Grössen 


(@) 9 4 as n- 
successive multipkeirt, mit den Factoren 
h,o A h.2 h.(n—1) 
» Im? Tan au Tm ’ 


unter den dadurch erhaltenen Grössen 
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0.1 L.h 2.h (n—1) 7 
(PB) TE A n— 1 


m 
keine zwei. gleichen vorkommen. 

Von der Richtigkeit dieser Behauptung kann man sich 
dadurch zu überzeugen suchen, dass man sich zunächst vor- 
stellt, es seien zwischen den Grössen («@) %k unter einander 
gleiche vorhanden (wären schon die gegebenen (a) alle von 
einander verschieden, so wären unsere gesuchten Zahlen 


m—=1 und A=( zu nehmen), so multiplieire man sämmt- 
2 

 % 
dann werden die % vorhin gleich gewesenen Elemente 


liche Elemente respective mit den Factoren r, 9, Y 
(r—1), 
N - 
von einander verschieden werden; würden also vorhin alle 
Elemente einander gleich gewesen sein, so hätten wir unser 
Ziel schon erreicht und es wäre smtm=n und h=l. 
Ist aber k < n. und sollten nun jetzt unter den vorhin n — 
verschieden gewesenen Elementen manche auftreten, welche 
unter einander, oder paarweise gewissen unter jenen k Ele- 
menten gleich geworden sind (was dann und nur dann ein- 
treten kanu, wenn bei manchen der (» — k) ursprünglich 
verschiedenen Elemente die Verschiedenheit darin bestand, 
dass sie bei gleichem Modul nur verschiedene Argumente 
besassen, und zwar so, dass der Quotient zweier eine n!° Ein- 
heitswurzel war), so beachte man den Umstand, dass bei 
u-maliger Wiederholung der vorigen Operation, so lange nicht 
u=0(0(mod.n) ist, die einmal gleich gewesenen Elemente 
immer verschieden bleiben müssen, da 


% 


0.4 1,4 2.4 
WI, T ee 


y ns u 


N 


is Y 


unter der angegebenen Bedingung immer von einander ver- 
schieden sind. Nun kann es aber eintreten, dass die vor 
Ausübung der Operation gruppenweise gleichgewesenen Ele- 
mente nach oeschehenen Multiplicationen zwar unter einander 
immer verschieden bleiben, jedoch gewisse Elemente der einen 
Gruppe immer gewissen Elementen irgend einer andern Gruppe 
beziehungsweise gleich werden; und zwar kann dieses ab- 
wechselnd geschehen, aber so, dass bei (n — 1)-maliger 
Wiederholung die Anzahl der gleichen Paare nicht ganz ver- 
schwindet. 
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Führt man aber jetzt eine analoge Operation aus, indem 
man r„, anstatt v„ nimmt, wobei n, eine der Zahlen zwischen 
Null und a» — 1 ist, so muss sich unbedingt die Zahl der 
gleichen Paare verringern, da auch jetzt die einmal gleich 
gewesenen und verschieden gewordenen Elemente bei h,-ma- 
liger Wiederholung der Operation verschieden bleiben müssen, 
wenn nicht h, = 0 (mod. rn) ist. Fährt man so fort, so wird 
man einmal sämmtliche Elemente verschieden machen müssen, 
da die Anzahl der möglichen Operationen immer die Anzahl 
der möglichen gleichen Paare übertrifft. Gesetzt nun das Ziel 


h 
R { 

® ...,r mul- 
N, AT 


. . h 
wurde erreicht, nachdem mit vr" und r, r 
1 2 
tiplieirt wurde, wobei %,, N,, *: -, nı verschiedene ganze 
Zahlen zwischen Eins und »n sind, so haben wir schon-öfters 


gesehen, dass man 


7 m mM 
ET IE IST 
h RE % a al 


27 
m N, Ng ny N1.N2... N 


setzen kann und alle ausgeübten Multiplicationen äquivalent 
sind einer einzigen mit vr, wenn m und h die verlangte Be- 


deutung haben. Daraus ersieht man, dass m eine der ganzen 
Zahlen zwischen 1 und n! sein wird. Durch folgende Be- 
trachtung, durch welche der Satz in etwas andrer Gestalt 
erscheint, kann man noch die Grenzen für m bedeutend ver- 
ringern. Man kann nämlich den Satz auch so aussprechen: 


Sind n beliebige aber von Null und Unendlich verschie- 
dene Grössen Cy, Cyy Cyy +: +, n-ı gegeben und bildet man aus 
ihnen die Determinante, welche bekanntlich das Product sämmt- 
lscher. Differenzen” der: Elemenie x, Cu, 0,002, 22.0, Ken 
darstellt, nämlich: 


14,1 l "| | 
a 6% CARD: ee 
2 2 2 EaR 2(n—1 
) d=|:c C,x* De en  E 
ed tz 1 rt zen) LEO c" a) (n—1) 
0 1 2 $ n—1 





so kann man immer eime ganze Zahl m zwischen 1 und n! 
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und mindestens eine solche Zahl h zwischen O und m — 1 der- 
artig bestimmen, dass die Gleichung 
2) A=0 
durch, 2 — r\ nicht befriedigt wird. 

Beweis. Die nach Potenzen x geordnete Gleichung (2) 
hat offenbar die Form 


3) Our + Ger HALL... O0, 


wobei die CO ganze rationale Functionen von Cy5 Ey, Ca, +; ni 


n(n—1) 


sind, deren Dimension constant — ‚ während deren 


Gewicht verschieden ist und zwar übereinstimmend mit dem 
betreffenden Exponenten von dem zugehörigen x. (Vgl. Cap. I 
$ 5.) Dabei besitzt CO, das grösstmögliche und Cr; das 
kleinstmögliche Gewicht unter den Grliedern der ausgerech- 
neten Determinante 


1 1 1 1 | 
Co q 2) Cn—1 | 
2 2 2 2 
I en Co C, C, EBEN ER 
n—1 n—1 n—1 n—1 
Co 1 2 a CR 








Nun erreicht aber offenbar das n Maxımum des Gewichtes 
Gu+, kein anderes Glied als das der ersten Hauptdia- 
gonale 


GR PLr2I En ernennt 





und kein anderes Glied als das der sogenannten zweiten Dia- 

gonale besitzt das Minimum des Gewichts, nämlich 

Gr =0(n—1) + 1(n—2) + 2(n—3)+-:- 
+R-2)1+n-1)0=(}), 


-)en—1 
ee 


so dass 





und 
_ nn —-VmR— 2 


3 3} 
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ist. Da es sich nun aber darum handelt, ob eine gewisse 
Einheitswurzel, welche doch jedenfalls von Null verschieden 
ist, anstatt x gesetzt werden kann, so kann man die Glei- 
chung (3) durch x* dividiren und man erhält die Gleichung 
u! Grades 


4) ga) = An + pair + one —0. 
Setzt man nun anstatt & in der linken Seite von (4) r’«, 


multiplieirt dann die ganze Gleichung mit r-"'", lässt h die 


Werthe 0, 1,2, ---, (m —1) durchlaufen und addirt sämmt- 
liche m so entstandenen Gleichungen, so erhält man die 
i'® Partialfunction mt® Classe von (4), welche unter der Vor- 
aussetzung m > u aus einem einzigen Gliede bestehen wird: 
Pm,i(&) = Orr: ©. Würde nun p(r},)=0 für alle mög- 
lichen % befriedigt werden, so wäre auch für jedes be- 
liebige v 

n—i 

Dir" ol))- pl) = On 0, 

0 msi 
(in der gewöhnlichen Ausdrucksweise würde das bekanntlich 
heissen: in einer Gleichung u!” Grades, welche mehr als 
u Wurzeln hat, müssen sämmtliche Coefficienten identisch 
Null sein) und man bekäme so u + 1 Gleichungen zur Be- 


e H 7) R 2 
stimmung der c, aus welchen (2 ) = n Gleichungen sich 


—1 
ergeben, welche aussagen, dass das Product irgend welcher 
n — 1 von den » Grössen identisch Null sei, woraus folgt, 
dass mindestens zwei der c Null sind, was gegen unsere Vor- 
aussetzung ist. 

Für unsern Zweck reicht schon eine der zwei Glei- 
chungen 

On=ao, ei, =d0, 


n—1 _n—2 
GE era), 


da wir eigentlich im Stande sind auch den Fall, dass nur 
eine der Grössen Null wäre, auszuschliessen. Sollen aber 
die c von Null verschieden sein, so muss mindestens für 
eimen Werth von © die Gleichung p(r‘,) —= (0) unrichtig sein, 
was zu beweisen war. 
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Ueber m machen wir dabei die einzige Voraussetzung 





m>u= rn) Ione 1) in 2)] Bi e& H 3 


3! 


welche Zahl jedenfalls kleiner ist als (n!), sobald nur n> 2 
ist, wie wir auch behauptet haben. Man kann aber sofort 
sehen, dass sobald n>3 ist, die Zahl u sogar kleiner als 
n(n — 1)(n — 2) ist, weil nämlich dann 


N” 


N 
z Re pr 





wird, und zwar steigt dieser Unterschied mit wachsenden n, 
wie man leicht ersieht, wenn man diese Ungleichung in 
der Form | 


B(n+1)> 18 
schreibt. Ebenso sieht man, dass für 
n>4, u<nmn—N]1)(n —3B), 
denn es ist dann 5n. > 19; allgemein für n>p ıst 
u<nn—-Dm—p+1, 


auf Grund von 5(n + 1) > 6p, so lange nur p < 5 ist. Für 
p=5 würd u<n(n —1l)(n —p-+ 1) nur noch fürn >p 
gelten. Dagegen kann allgemein gesagt werden, dass 
schon für 


mann —)m-—p+)) 


unser Satz gültig ist, sobald nS2p — 1 und 4p+5>0 
ist. (Streng genommen ist die Bedingung für diese untere 


Grenze von m genauer n+-1> =D; für jedes grössere m gilt 


unser Satz um so mehr.) 

Für unsern weitern Zweck ist es nützlich erstens die Zahl 
m so klein als möglich zu ndimen und zweitens sie so zu 
wählen, dass man sie zerlegen kann in Factoren, welche 
kleiner oder höchstens einer von ihnen gleich », die aber 
relativ prim zu einander werden. Für die ersten 10 auf- 
einander folgenden Werthe von n. könnte man z. B. folgen- 
dermassen bestimmen: 
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n u= (5 r) m>u |besteht aus den Factoren 
2 1 9 2.1 
v5 4 6 3.2 BE 
en 12 4.3 
5 20 2 | 05. 
rn en 60 5.4.3 
Br I: 60 54.3 
sl, 51 84 a 
ER er ei ea. 
| 120 18.5.3 
EZ 165 | 168 8.7.3 
Ft TE 
11) Sasok ar ee a 
| welche relativ prim sind 


Man sieht leicht, dass man es ebenso oder richtiger 
‚gesagt, um so eher können wird, wenn n immer mehr wächst, 
weil dann die Anzahl der möglichen Factoren, welche relativ 
prim zu einander und kleiner als n sind, immer grösser 
wird. 

beispiel 1, Rür ne 2: u (3) ec san so un 
und A=0(,1. In der That, würde 


ei 


Ca zu 








für beide möglichen Werthe von A=0), 1 befriedigt werden, so 
würde aus + 4=0 und „—ca=/I, folgn co, =(0 und 
c—=0. Für jeden gegebenen Fall kann man also einen der 
beiden möglichen Werthe. für A wählen, welcher c, und 
r}c, von einander verschieden macht, 
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Beispiel 2. Für n—3 ist A=(3)—1, u-(?5 )—4, 
es ist also genug m =5 < 3! zu nehmen; indess nehmen wir 
m = 6, weil 5 nicht zerlegbar ist in Factoren, welche nicht 
grösser als 3 sind. 


Sollte nun 
1 1 1 


A 2h 
rar rel =0, 
2 2h 2 4h 2 
Co. #6, Cr 76%63 
oder, was dasselbe ist, die nach r? entwickelte Gleichung (nach- 


dem dieselbe durch r»* — r! dividirt wurde) 
61'672 (88)? — (6,14 6369) (#6)°+ (061? + €? 63) (78) — 0926, — 0 
für alle möglichen h verschwinden, so müsste jedes Glied ver- 
schwinden, woraus die (5) Gleichungen sich ergäben : 
DIN tNEn =, 
woraus folgen würde, dass mindestens zwei unter diesen 
Grössen Null sein müssen. Mithin sind mindestens für einen 
Werth von h'die Grössen 
cr 1564, NE 69, TR 
sämmtlich von einander verschieden. 
Beispiel 3. Fur n=4ist A —=4, u ee 10, und 
man hat m = 12 = 4.3 und die Gleichung (4) lautet: 


u h h h 
e, !c92cz°(ria)" — C1!62°63? 113)" + E9169°Ca” (r12)° -FC4°Cy’ca- re)" 














Ye) 2] 3| 

0 03 +6,66; 

TG 1p %p 3 

Co Ey”Cz u 

FE ?6y°c, 
NT PR ER ER INRRN SIE 3 DNA 218 
- E°Cy°Cz!\(r12)”— Ey Ey °Cz°|r12)°>— Cg°Cy E32 \(F12)’+C9°C9 6 \(rı2, 

FRFRFUDE: Er: 91 BER URS PER: 1.982 

Ge © Co 62" Cz 6 +69 61° 

22 1p 3 

-H69°C' Ca 

+69°61 163° 

2 AS? PET SUN Era 
+ 692 61° 631 (f12)? — 69764362 | (Fi) + Co Ce OO. 





3.201 
— Cg" C1" 





— 006,162 
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Sollte diese Gleichung für alle möglichen Ah befriedigt 
werden und somit jeder der Üoefficienten für sich verschwin- 
.den, so würden sich aus dem letzten und drittletzten, aus dem 
dritten und ersten Üoefficienten, wie behauptet wurde, die 
( )=6G) — 4 Gleichungen ergeben 

Hal Vgl tl td, 
wodurch die übrigen Coefficienten dann von selbst ver- 
schwinden. 

Nicht ganz ohne Interesse scheinen folgende zwei Be- 
Bemerkungen. 

Erstens erinnert die Form dieser Gleichungen an die 
Elemente unserer Determinante A in Abschnitt II, Capitel IV, 
s$ 32, 35, von welcher wir dort nachgewiesen haben, dass 
sie ebenfalls das Product sämmtlicher Differenzen darstellt. 
In der That könnte man unseren Satz auf jene Determinante 
anwenden und der Beweis wäre viel einfacher durch Multi- 
plication der Determinanten mit r-‘” und Addition derselben 


zu erreichen. Wir zogen aber hier den obigen Weg: deshalb 
vor, weil er sich einerseits an die andern Betrachtungen 
über das Gewicht und die Dimension etc. gut anschliesst, 
und weil auch dabei manche Eigenschaft in Betreff der Form 
ins Auge springt, auf welche wir übrigens später zurück- 
zukommen Gelegenheit haben werden. 

Zweitens lässt sich ganz analog eine Betrachtung an- 
stellen an ähnlichen Determinanten, bei welchen das Gewicht 
eines Gliedes durch die Summe der Producte je beider Indices 
der Elemente .definirt werde, so dass die einen Indices, die 
ersten oder die zweiten, die Dimension angeben; auch daraus 
werden wir später Nutzen zu ziehen suchen, jetzt kehren 
wir zu unserer Aufgabe zurück. 

Im vierten Capitel des dritten Abschnittes haben wir 
ein Systen von n cyklischen Gleichungen n!®" Grades so 
definirt, dass die [!° derselben 


+ Pn-ıl@)2t + Para) 20 + +91, (8) 214+90,1(0)=0 
[= 0,7172 Ban] 
die Wurzeln 


—1.0 —!.1 Bin rl 
Vn Ey; Yn Cı, Yn 633 e...,.. Yn CHn—1 
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besitzt. In ganz derselben Weise wie dort lässt sich nun 
ein System von n, Gleichungen n!®* Grades, worin +?! durch 
N ersetzt wird (, =(, 1,2,..., 2, — 1) behandeln, wobei 
n, <n und n, relativ prim zu % ist und wobei diesem zweiten 
Systeme eine jener n Gleichungen z. B. die nullte zu Grunde 
gelegt wird. Hier wie dort ist die Bildung aller Gleichungen 
des Systemes durch die der einen derselben vollkommen be- 
stimmt, und alle Gleichungen des Systems sind gelöst, sobald 
eine derselben es ist. Da aber sowohl das System » als 
auch das System n, eine und dieselbe Gleichung (für [= 0, 
resp. |, = 0) besitzt, so ist die Construction und Lösung aller 
Gleichungen beider Systeme gegeben, sobald die irgend einer 
Gleichung beider Systeme bekannt ist. Es ist klar, dass man 
ebenso irgend eine andere Gleichung (die [!) dem Systeme 
7, zu Grunde legen kann, und so n - n, Gleichungen bekom- 
men und dass man so auch weiter fortsetzen kann, und alle 
(n!) Gleichungen würden bestimmt sein, sobald eine Glei- 
chung von ihnen bestimmt wird. Offenbar würde man aber 
jenes System von n.n, Gleichungen auch erhalten, wenn 
man von vornherein r anstatt r„ genommen hätte. Es sei 


M.nı 
nun eine Gleichung mit den Coefficienten (x) gegeben, die 
so beschaffen sind, dass f(x) durch ihre eircumplexen Func- 
tionen c; für solche x, welche in das Gebiet der verschie- 
denen c; gehören, sämmtliche Wurzeln liefern. Hat man 
nun eine Gleichung zu lösen, welche gleiche Wurzeln be- 
sitzt, so bilde man aus derselben jene m > a 
Gleichungen in oben ausgeführter Weise. Eine unter ihnen 
wird aber sicher lauter verschiedene Wurzeln besitzen und 
mit Hilfe jener Darstellung der Wurzeln lösbar sein; mit 
ihr werden aber zu gleicher Zeit alle übrigen Gleichungen 
gelöst sein. 

ih, | 
Angabe einer Darstellung in der Umgebung irgend eines 
Verzweigungspunktes mit Hilfe einer cofunctionalen 
Interpolation. 
a) Eine vierte Methode wird darin bestehen, dass eine 
ganz analoge Darstellung, wie die obige, direct für die Um- 
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gebung eines Verzweigungspunktes gebildet werde. Wir 
haben bis jetzt nur Cofunctionen von Potenzreihen, welche 
nach ganzen positiven Potenzen fortschreiten, behandelt; indess 
sind aber die Fundamentalsätze, die als Grundlage zur Theorie 
der Cofunctionen genommen wurden, an jene Beschränkung 
durchaus nicht gebunden, sondern es gelten dieselben, wie 
wir bald sehen werden, auch für Reihen mit positiven und 
negativen ganzen Potenzen sowohl, als auch für Reihen mit 
gebrochenen Exponenten. Und diese völlige Unabhängigkeit 
jener identischen Fundamentalsätze von der eigentlichen ander- 
weitigen Beschaffenheit sowohl der Coefficienten als auch zum 
Theil der Exponenten der Reihen, wofern die Reihen über- 
haupt convergent sind, lässt es, glaube ich, erwarten, dass 
diese Fundamentalsätze wirklich eine Grundlage zu einer 
Theorie -zu bilden fähig sind; und dieses um so mehr, seit- 
dem in der neueren Zeit (insbesondere durch Weierstrass) 
die Potenzreihen bekanntlich als Grundlage zur Theorie der 
analytischen Functionen überhaupt aufgefasst worden sind. 
Diese Behauptung bewahrheitet sich nun deshalb zu aller- 
erst in Bezug auf algebraische Functionen, weil jene Funda- 
mentalsätze die symmetrischen Functionen der Cofunctionen 
betreffen. Weil aber ‘die Wurzeln algebraischer Functionen 
auch Potenzreihen mit negativen oder gebrochenen Exponen- 
ten sein können, so müssen wir zuerst nachweisen, dass die 
Gesetze der Cofunctionen auch auf diesem Gebiete ebenso wie 
bisher gelten, wenn wir sie als Ausgangspunkt nehmen sollen. 
Dieses soll im Folgenden angebahnt werden. 

Was nun die Gültigkeit für Reihen mit negativen, aber 
ganzen Exponenten betrifft, so ist diese selbstverständlich, 
da der Ausgangspunkt für jene Gesetze der bekannte Satz 
war, dass die Summe gleich hoher At Potenzen der nie 
Einheitswurzeln, s,, nur zwei mögliche Werthe annehmen 
kann, entweder n oder Null, je nachdem %k durch n theilbar 
ist oder nicht. Weil aber dieser Satz auch für negative % 
besteht, so ist dann alles Weitere, welches nur eine Reihe 
von Folgerungen aus jenem Satze bildet, auch für Reihen 
mit negativen Exponenten in dem Gebiete, wo sie brauchbar 
sind, gültig. Wir wenden uns nun zu den Reihen mit ge- 
brochenen Exponenten und wollen nachweisen, dass dieselben 
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mit denen ganzer Exponenten cofunctional, wenn man so sagen 
darf, zusammenhängen. | fS 

b) Wir wissen, wie man aus einer gegebenen Function 
die n Cofunetionen n!: Olasse bildet, aus diesen , wenn die- 
selben als Hauptfunctionen aufgefasst werden, von Neuem n, 
Cofunetionen n,!° Olasse u. s. f., und wie die so successive 
mehrfach wiederholten Operationen durch ein directes Ver- 
fahren ersetzt werden können, was wir an anderer Stelle 
unter der Benennung ‚‚Subordinirte OVofunctionen‘‘ behandelt 
haben. Die Umkehrung dieser Operationen wird diejenige 
Operation sein, mittelst welcher zu einer gegebenen Function 
f(x) diejenige Function Y(x) aufgefunden werden soll, von 
welcher die gegebene f(x) eine :'° Partialfunction nt" Olasse 
sei. In der Regel führen die umgekehrten Operationen auf 
gewisse Unbestimmtheiten einerseits und auf Erweiterungen 
der ursprünglichen Begriffe und Definitionen andrerseits. Auch 
hier ist dieses der Fall. Nur unterscheiden sich hier wesent- 
lich die circumplexen und die Partialfunctionen von einander. 
Für die ersteren ist die Aufgabe sofort bestimmt. Um näm- 
lich d(x) zu finden, aus der eine gegebene h,'° circumplexe 
Function n,'% Ölasse f(rhx) in ihrem ganzen Convergenz- 
gebiete eine h'° circumplexe Function »!° Olasse werde, braucht 
man nur in der verlangten Bedingungsgleichung 


1) Ylr,®) = fr}: 2) 
die (— A)! eircumplexe Function nt“ Classe zu bilden, d.h. 


in beiden Seiten der Gleichung r-?x anstatt x zu setzen, 
und man bekommt die Lösung 


2) b ar (7 na, ©) —=f En x) -—Zi (",, ®). =) 


Würde nun eine andere Function %,(x) ebenfalls eine Lösung 
der Aufgabe sein, so würde aus 





*) Ich habe an anderer Stelle den leicht zu führenden Beweis ge- 
geben, dass man in r% den Classenindex n und den Ordinalindex A 
mit einer und derselben Zahl m zugleich multipliciren darf; es kann 
dann Pe wiederum als die (m - h)!® Potenz einer primitiven Wurzel be- 


trachtet werden von «”"” — 1=0, falls r die ht® Potenz einer primi- 
tiven Wurzel von @<"— 1=0 war, 
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MR) =) 


folgen, ‚dass innerhalb des Convergenzgebietes von f (x) 


3) v2) — vera) 


sei; und die Bedingung der absoluten Gültigkeit würde (für 
die absoluten Werthe von x) somit ausreichen, die Lösung 
der Aufgabe eindeutig zu bestimmen. 

c) Handelt es sich aber um die Auffindung derjenigen 
Function »(z), von der eine gegebene ;' Partialfunction 
n‘“® Olasse, f„,,;(&), eine 5j'° Partialfunction m!“ Classe werde, 
so ist dieses nicht so einfach, wie im obigen Falle. Schon 
in dem ganz speciellen Falle, wo zufällig f.,: (x) selbst eine 
solche Potenzreihe ist, deren Exponenten die Congruenz 
e==j (mod. m) erfüllen, also won=m und «=j, d.h. 
wo die gegebene Function die Form 


4) In, i (X) os Vans (2) ne a; x + Ami am + WESER Vals) — ZU 
hat, würde unserer Aufgabe jede Function 


5) dYa)= Ar Art ht: 

genügen, in welcher nur diejenigen A, deren Indices mit 
denen von @ in fm,; (2) übereinstimmen, den entsprechenden 
a gleich zu sein brauchen, also 


6) Apmti = Apmt;; 

alle übrigen A können aber vollkommen willkürlich bleiben, 
wenn sie nur so beschaffen sind, dass » (x) in demselben 
Gebiete wie fm,;(2) eonvergirt. (Ja es ist sogar eigentlich 
nur nöthig, dass y (x) überhaupt in irgend einem Gebiete absoJut 
convergent sei; dieses würde schon genügen, um v. x anstatt 


—jh 


x zu setzen, die Function mit v,, 


zu multipliciren und die 


Summe nach A=0, 1,2, .--, m — 1 zu nehmen; diese 
Summe würde dann mit f„,;(&%) identisch sein, sobald die 
 Bedingungsgleichung (6) erfüllt ist.) Mit andern Worten: 
Die Bestimmung einer 5! Partialfunetion mt“ Classe einer 
Function ı(&) lässt noch eine sehr weite Unbestimmtheit 
für die (m — 1) übrigen Partialfuncetionen derselben mt 
Ulasse in Y (x) zurück. 
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Eine nähere Bestimmung kann man für die Lösung die- 
ser Aufgabe dadurch herbeiführen, dass man verlangt, dass 
unter den Üoefficienten jeder der übrigen Partialfunctionen 
ein Gesetz herrschen soll, welches mit dem Gesetze, das 
unter den Coefficienten der gegebenen 5!" Partialfunction 
herrscht, in gewissem, gegebenem, Zusammenhange steht. 
Ein specieller Fall davon würde folgender sein. Gesetzt es 
bestehe unter beliebigen % + 1 aufeinander folgenden Üoeffi- 
cienten 
ö Apmti, Utmtiy, UptD)mti, """, Up+Nmmtj 
das Gesetz, welches die Bedingungsgleichung 


7) K(Apmti, Kpttmtiz '", Up+mm4i) — 0 

für beliebige ganzzahlige p befriedigt, so soll verlangt wer- 
den, dass unter den Coefficienten der übrigen m — 1 Partial- 
funetionen dasselbe Gesetz stattfände, d. h. es soll die Glei- 
chung (7) auch befriedigt werden, wenn man j irgend einen 
ganzzahligen Werth zwischen OÖ und m — 1 annehmen lässt. 
Würde nun 7) eine (-deutige Function sein, so würde man 
{ verschiedene Funetionen % (x) finden, welche die Aufgabe 
lösen; wir wollen sie | particuläre Totalfunctionen von fm,; (X), 
die betreffende Operation Totalisiren,, im Gegensatz zum Par- 
tialisiren, nennen. 

d) So lange nun die gegebene Function eben eine solche 
Partialfunction schon ist, wie wir eben verlangen, dass sie 
aus d (x) werde, d.h. so lange n=m; i=j, wird die ge- 
suchte Totalfunction natürlich eine Reihe mit ganzen posi- 
tiven Exponenten sein, wenn die gegebene Partialfunction 
eine solche ist. Anders kann es im allgemeinen Fall, wo 
n=m und @=j ist, werden. Nehmen wir zunächst an, es 
sin=1; i=0; es ist also 


3) den tn tm tt: + mRr-+::- 
gegeben, für welche Function die Gleichung 7) durch a,, 
Apti5 **', Ap+r befriedigt wird, und es werde ihre jt* Total- 
function m*®" Ulasse, d. h. diejenige Function % (x) gesucht, 
deren 5 Partialfunetion m*® Classe mit f(x) identisch ist 
und wobei % + 1 aufeinander folgende Üoefficienten einer 
jeden der übrigen m — 1 Partialfunctionen von d (x) eben- 
falls y = 0 befriedigen. 


H. Sc#arIkaA, Cofunctionen. TI, 2, 8 
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Jedenfalls ist klar, dass keine Reihe mit ganzen Ex-. 


ee unsere Aufgabe lösen kann, da die Substitution von 


r" x anstatt ©, die Multiplication mit r”" und Summirung 


no h eine jt®e Partialfunction- »n” Olasse liefern würde, in 
welcher sämmtliche Üoefficienten, deren Index nicht con- 
gruent ist j(mod. m), identisch Null sind, was der Voraus- 
setzung in (8) widerspricht. Es handelt sich also offenbar 
um eine Interpolation von je (m — 1) Gliedern mit ge- 
brochenen Exponenten zwischen je zwei aufeinander folgenden 
Gliedern der gegebenen Function f(x). Bezeichnen wir auch 
für diese neuen Glieder die Coefficienten mit gleichen Buch- 
staben und mit Indices, welche den betreffenden Exponenten 
gleich sind, so erhalten wir für j=0 die gesuchte Total- 


function in der Form 
1 


! 2 
Ya —ataıam Fazart:.- 
m m 
m—1 m+1 


+ mr Fat mar Herr, 


m m 


oder, kürzer bezeichnet, 


% (x) => BRIES 
m 


0 


wobei alle « mit gebrochenen Indices so zu bestimmen sind, 


dass je k 4 1 derselben 


Agmti, Mimtsi, Mardmhi, '"") Ughkmbi ) 
M mM M m 
welche ein constantes Jj= 0, 1,2, ---, m — 1 besitzen, 


für beliebige q die Gleichung (7) befriedigen. 
1 


Setzt man für einen Augenblick Km — ER) DE), 


so ıst 
m—1 


BIRIG al In 8 


wobei s, die Summe der g*®" Potenzen ne Wurzeln 
von ©” — 1 = 0 bedeutet. Nun verschwinden aber sämmt- 
liche s, identisch, mit Ausnahme derjenigen, für welche 
q==0 (mod. m), in welch letzterem Falle ss, =m wird; folg- 
lich hat man 
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m—1 


Sa (1,8) m ar arm Yasar; 


es ist also wirklich 
M Ym,0 (X) = mf (x), 


wie verlangt war. Diese Function Y (x), deren nullte Par- 
tialfunction mt” Classe nun f(x) _ > 4, %1 ist, besitzt 
EREO 


natürlich noch m — 1 Partialfunetionen derselben " Classe, 
welche die Form haben 


a 


pm4ji 
Um, (8) = P Apmtn% "5 Gl; 2, Si, miz=.2); 
0 m 





also alle gebrochene Exponenten besitzen. 

Eine ausführliche Behandlung dieser vierten Methode, 
welche zugleich den Zusammenhang zwischen den verschie- 
denen Darstellungen, welche den verschiedenen Verzweigungs- 
puncten entsprechen, liefern soll, wird in den weiteren Ab- 
schnitten folgen. 





s* 


Viertes Capitel. 


Durchgeführte Beispiele an den Gleichungen 
der ersten fünf Grade mit constanten Coefficienten. 


8:12. 
Gleichungen ersten und zweiten Grades. 


a) Ist n—= 1, also die gegebene Gleichung 
2+ 9 (7) =, 
wobei 9, (2) = a, 2% + 2° + 0,x°-+- - » - ist, so drückt die 
aus der obigen Theorie für na = 1 entspringende Thatsache 
der eindeutigen Bestimmung der Coefficienten von 
fa)=ua nt: 
durch die von p (x) nichts Anderes aus, als das bekannte 
Gesetz, dass in einem und demselben Oonvergenzgebiete nicht 
zwei Potenzreihen für unendlich viele Werthe von x dieselben 
Werthe von 2 annehmen können, wenn nicht alle Coefficienten 
gleich hoher Potenzen von x in beiden respective gleich sind. 
b) Sei nun n=2, also die gegebene algebraische Function 
zweiten Grades nach 2 | 
FE Fa, =?) d)=0, 
wobei in 
9 (=) ser; + Rt + RnaX°+ er Ey + RE, 
9, (9) = 2 [ao + apa + Rai yo -] 


die Coefficienten « als gegebene Constanten so vorausgesetzt 
sind, dass sie entweder von einem gewissen Werthe von g=gq’ 
ab alle weitern Null sind, so dass 9, (x) und 9, (x) ganze 
rationale Functionen sind, oder, wenn sie unendliche Reihen 
sind, so sollen sie in einem gemeinschaftlichen Gebiete con- 
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vergiren. Nach der obigen Theorie ergeben sich zwei 
Gleichungen zur Bestimmung der gesuchten a in 


= tm tn®4+ 
so dass in der Umgebung von = 0 für jeden Werth von x 
- die zwei Wurzeln der gegebenen Gleichung f(x) und f (— &) 
sein sollen. Nehmen wir an, dass wir es hier nicht mit 
der Reducente, sondern mit der vollständigen Gleichung zu 
thun haben, wo also @, (x) und somit auch p, nicht identisch 
Null ist, so hat man: 
Po Pı 


um re RR m) 

= (a, — 0) + (20%, — d — 0) ® + 

+ 290, — 2, +4, — 0,24 

+ (2a, — 20a, + 2a, — a, EB 

+ 2a,a,— 2a, a, + 20,9, — 24,454 n— 0). - 








ro 


und zugleich 


d) 0=2p+ 9%) = 2f,, 0%) + Pı(2) 
=2 (+, +@ +) +@,+0,0)8+ 
ar, ET Flag Mi) Un, 


welche für unendlich viele Werthe von x erfüllt werden 
sollen, so dass jeder Üoefficient für sich allein verschwinden 
muss. Aus der letzten Gleichung bestimmen sich alle « mit 
geraden Indices direct, nämlich: 


dag FM ,00 
[Ebenso wie sich im allgemeinen Falle diejenigen «@, deren Indices 
congruent sind Null nach dem Modul », direct bestimmen, 
nämlich a, = (— 1""!0,_1,n.] Was nun die a betrifft, 
deren Indices congruent sind Eins (mod. 2), so folgt aus 


der Gleichung (0) 


2 2 8 ner ; N 
I, — a 0d; 29% — 4, ad; 20,4, —2 a, 4;— %&,,9 —=0; 


f 2 NE 


2 
20,05 — 24, % + 2a,05 — 24,9%, + a, — %,s5 = 0; etc. 
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Daraus folgt: 


: 
1,9 + 20,0 %ı,a— %,4 ; 














2 
a = 20,0 %1,2 — %,2; : ? 
1 1,0, 2 2a, 
D 
> er Er 
BN! 20, 0%,6 Fr 2% ga 64 | 
—— ee Tugn n " a P- — 5) 
3 2a, 
2 
20, 0%,8 Ft 28,9%, 6 ta, %,8 209; 
Ad, = —— > 3 
a 
2 
ee 20, 0%,10 + 2%,9 &ı,s t 2%, %ı,5 — %o,10 — 243 47 — 4, 
„= Er 











20 


etc. und allgemein 


Q29+1 = rn [2 (ano anscen + ur au2 + rs 





+ 01, 2E (2 2) 0, 2227?) + Bace : la oa, g+1 — 0, 2(9-F1) 


— 2a ı + Gas + + 45 (2) 41 Mr (Er 
q NL 
(£ =) ar ) a4] ) 


worin nur solche a vorkommen, welche aus niedrigern Werthen 
von g bereits bestimmt werden. Es ist nicht schwer, diese 
Werthe wirklich successive einzusetzen und eine independente 
Formel aufzustellen; indess wird diese Recursionsformel durch 
ihre Uebersichtlichkeit einen Vorzug haben *). 

Somit ist jeder Coefficient a mit ungeradem Index 
durch die vorhergehenden a mit kleinern Indices eindeutig 
bestimmt, mit einziger Ausnahme von a,, zu dessen- Be- 
stimmung eine binomische quadratische Gleichung 


*) Es ist vielleicht der Erwähnung nicht unwerth, dass die Schreib- 
3 ES g+H1\ 4 2) g—1 
weise mit Hilfe der Factoren [26 ) 2 respective [2G See l 


welche (vgl. Einleitung am Schlusse von $ 1) so eingerichtet sind, dass 
wenn 

q eine gerade Zahl ist, der erste Null und der zweite 4 und wenn 

I: „rüngeraleeere 4 ET „ Null wird, sich in 
vielen Fällen nicht bloss zur Abkiirzung der Ausdrücke (hätten wir 
doch hier z. B. vier verschiedene Fälle sonst unterscheiden müssen) 
empfiehlt, sondern auch in der Zahlentheorie vortheilhaft sein kann. 
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vorhanden ist; während die « mit geraden Indices direct 
durch die entsprechenden & alle eindeutig gegeben sind. 
(Die einzige scheinbare Zweideutigkeit, welche aus (0) sich 
für a, in der Form a,’— a] „= noch bestehen könnte, ist 
durch die für dieselbe Grösse aus (1) sich ergebende simul- 
tane Gleichung a, + «ı,o = 0 beseitigt; was bei a, nicht 
der Fall ist.) 


c) In dem speciellen Falle der Beducente ist 
9, (8) =— mo, 
d.h. alle Coefficienten « mit geraden Indices sind Null, und 
man hat: 
(0) 0=Pp’+9() = (a? %,2) 2’ + (20,05 + %,ı)2! + 
+ 2a,0,+a3’+@,0)2°+ (2a, a7; +2a34,+0,)0° + 
+ 2,9 +2,09, 4+9%’+@,10) 2 + 5 


woraus die Bestimmungsgleichungen die einfachere Form 


2 
4, N eat a rg, 


ER N Er (2a,)? \ 





ae b ar 
I ei NER a em 


3 3 
NEN Be 
5 (2a,)° : 





a 


etc. annehmen, was genau mit dem übereinstimmt, was man 
aus der Formel (2) im ersten Capitel $ 5 dieses Abschnittes 
erhält, wenn man darn = — %,, =2,i—=2 und 
1 
2 
welches als erste Partialfunction zweiter Classe für (+ x) 
und (— x) immer gleiche und entgegengesetzte Werthe an- 
nimmt, wie aus (2) für diesen Fall zu ersehen ist. Unsere 
Hauptfunction (welche für diesen Fall lediglich aus der 
ersten Partialfunction besteht) hat also die Eigenschaft, dass 
ihre beiden eircumplexen Functionen zweiter Ulasse für keinen 
Werth von x, welcher grösser als Null ist, gleiche Werthe 
haben, so dass diese Darstellung diesmal für die ganze 
Ebene gilt. 


m—=5 setzt, und unser f(x) verwandelt sich in 9,8)? 
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Hat man also eine Gleichung zweiten Grades, in wel- 
cher nach Reduction auf die Form 


F+YV)— 0 
ı (8) so beschaffen ist, dass es möglich wird die unendlich 
vielen ÜOonstanten « derart einzurichten, dass für gewisse 
Werthe von & innerhalb eines Gebietes p (x) = ı (8) wird, 
so braucht man nur jene Werthe von « in f(x) einzusetzen 
und f(x) und f(— x) liefern dann die Wurzeln der gegebenen 
Gleichung. ‘ 

Hat man z. B. eine Gleichung zweiten Grades mit con- 
stanten Coefficienten, welche nach Reduction die Form 
y + 4,=0 hat und will man bewirken, dass unsere f («) 
und f(— x) beide Wurzeln dieser Gleichung liefern sollen, 
so ist es genug in (x) sämmtliche « mit Ausnahme von 
&,g identisch Null zu setzen, und dann wird man nur noch 
dafür zu sorgen haben, dass «,2x,? —= A, werde, wobei x, 
nur innerhalb des Gebietes zu liegen braucht, in welchem ausser 
dem Nullpuncte keine gleichen Wurzeln von 2?+9,(z2) =0 
liegen, also in unserm Falle vollkommen willkürlich ist. In 


fd)= a0 =(— 0%, x erhält man in der That 
ER Ao\}. 
fa-(-z)® 
und 
fa) und fi) 
liefern wirklich beide Wurzeln. 
d) Eine andere Specialisirung der Hauptlösung von 


+9, (2)2 +9 (2) = 0 
wird folgende sein. Man treffe nämlich die Bestimmung, 
dass 9,(&) und 9,(x) ganze rationale Functionen werden, 
d.h. dass alle «, deren Indices eine gewisse Zahl über- 
schreiten, identisch Null seien; nehmen wir der Einfachheit 
wegen an, es seien schon alle Üoefficienten von x22 Null für 
q>1; d.h. y,(2) und 9,(x) seien ganze Fiunetionen zwei- 
ten Grades. Man wird dann die einfacheren Werthe 
= — 0 We —tı ==. —=( 
und 
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2 4. 
& \ & 
2 : 1,2 1,2 
9 == 2a Ü —ı009 (les s ad. =— 
1 1,0 1,2 0, I 3 2a I 5 23a ) 
6 8 10 
er ”1,3 A Da De A225 
7 24° I 9 97 ay' I 11 23 a ) 
12 14 —1 
ne E RN LIE SE a. ART EIERN a7 
13 21072 0,1022 15 ar TER 097% 


Was den von « unabhängigen Zahlencoefficienten N, 
betrifft, so lässt sich derselbe leicht bestimmen, indem man 
oe=—1; o=0; aa = —1 setzt, so dass einfach 
A» = N, wird, während die gegebene Gleichung die Form 
2? — 22?2 — x” = () annimmt. Dieses ist aber ein specieller 
Fall von dem Beispiele der inversen Functionen im zweiten 
Capitel dieses Abschnittes, wo wir für 


YR REF ME" Y Erd EM =— 


p—2 
© [le 2 Am) 
die Reihe y- "?a,0r; „= — 
z® 
44, =4—=1 gehabt haben, und somit ist in unserm Falle 
für m=2 





ei 279, >.2 und 


p—2 
kle- 24) 
BT 


Pisa 





N, 


welcher folgende Eigenschaften besitzt. 

1) Für gerade p = 2g ist Ns, = 0 (im allgemeinen Fall 
für p = 0 (mod. m)). 

2) Für p=2g-+-1 (im allgemeinen Fall für p=: (mod. m)) 
hat N, einen von Null verschiedenen reellen und rationalen 
Werth; in unserm Falle m =2, kommt Na,+ı mit immer 
abwechselnden Vorzeichen vor, und zwar ist das Vorzeichen 
positiv, wenn g ungerade, und negativ, wenn q gerade ist, 

2g-1 


wie aus der Bildungsweise des Products kJ (20 —M)-+]1) 
0 


ersichtlich ist, in welchem der erste negative Factor für 
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A=g-+- 1 auftritt, von wo ab alle weiteren Factoren für 

—=gq+2;4=qg-+35, ---, bs A=29—1 negativ bleiben; 
so dass im Ganzen immer 29 — 1— qg=qg-—1 negative 
Factoren vorhanden sind. 

3) Im absoluten Betrage ist Na,1ı ein echter Bruch, 
welcher zwar mit wachsendem 9 abnimmt, jedoch nimmt der- 
selbe immer langsamer und langsamer ab. 

4) Der Quotient zweier aufeinander folgender Zahlen- 
coefficienten ist immer negativ. 








wird für p > 1 ein echter Bruch, welcher mit wachsendem p 
allerdings immer wächst; indess aber für 


P=Xx 


die Grenze Eins im absoluten Betrag nice überschreitet, 


also 
ib el MS. 
Ben nn 


Für unsere Reihe f(x) ist also 














2 2 
@, De ER N, %a Sa N, 1,9 ; 
u Dre N 1 X, 
Ang acP N u 925 01,0 %1,22.100.2 
: i r Mod. a 
so dass sie convergirt für Mod. x? < —— Zu ; 
1, 2 
, . 5; Mod. a,? 
und divergirt für Mode > 2: 5 
12 
5: A i ö £ 
Für <= + —- nimmt die Reihe die Form an 
se 
Ma a Br 
f(d=-—- 0. +4 — 0 en ee nle naen  order org. 
van 2 


. . .. ar . . 
so dass die Reihe für € = + —- convergirt, dagegen diver- 
Ü 
1,2 


= = .. a 2 e .. 
girt dieselbe für = — —-, weil der aus reellen Grössen 
3 


bestehende Klammerinhalt bei abwechselndem Vorzeichen der 
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Glieder convergirt und bei gleichem Vorzeichen divergirt. 
Wir wollen das Resultat auf gewöhnlichem Wege verificiren. 

e) Für unsern speciellen Fall konnte man die -ursprüng- 
liche Gleichung in der Form 


(2 + 61,0)? + 20,,2%°2 + %,20°? = 0 
oder auch 
(2-+ 41,0) + 20, ox:(2 + 1,0) =? 20 
schreiben. Bildet man die partielle Ableitung nach z (oder 


nach 7 cı,0), so erhält man, wenn man dieselbe gleich Null 
setzt: 


= = 2 [(2 + 1,0) 4 01,2%] = (); 


Die letzten beiden Gleichungen werden zugleich befrie- 
digt entweder für das Werten 2 = 0;.(2 iz 2,0” =, 
oder für das Werthsystem 


} a 44? 

EN Ph 1 

Bu er gs) + u = —- u = getan 
2,2 129 


Der Punct = 0 hindert nicht, weil für ihn, in Ver- 


bindung mit 24 &,ı=0, auch 2 verschwindet; dagegen 











0? 2 
„verschwindet für diese Werthe weder = noch . 
2 Tr 
Die Puncte x? == — = y oder LC =— ar ir für 
013 1,2 


welche die Reihe, wie wir oben gesehen haben, divergirt, ist 
also ein Verzweigungspunct, für welchen die Reihe (nach 
ganzen Potenzen fortschreitend) in der That die Wurzel nicht 
repräsentiren kann. 

f) Anwendung der zweiten Methode. Hat man nun eine 
Gleichung zweiten Grades mit constanten Coefficienten 


+ 42+4,=0, 
und will man die Wurzeln derselben durch unsere Reihe dar- 
stellen, so ist es nothwendig, aber auch hinreichend, die 
Grössen «&ı,0, &,a und «,a so zu bestimmen, dass für einen 
Werth von <=&,, der nur so gewählt ist, dass sein Modul 


. . Aa . . . 
kleiner ist, als der von En. ‚ sonst aber ganz beliebig sein 
1,2 
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kann, die linearen Bedingungsgleichungen in Bezug auf die 
« (mit Ausnahme von «0, welche auch im Quadrate vor- 
komnt), nämlich 

9,8) = A,, 

(2) = Ab, 
201.0 + 2%? “093 = A,; 

eo + %° 0,2 = A), 

befriedigt werden; und es sind noch immerhin zwei Glei- 
chungen für drei Grössen, so dass man noch speciell «&,o = 0 
(diese Wahl entspricht der Verlegung des Anfangspunctes 


der z-Ebene nach dem Nullpuncte) annehmen kann und be- 
kommt so 


also 


1,2 2x2 0,2 x? 1 0,2 


Setzt man diese Werthe ein, so erhält man 








A ” Va) ee 
0 I 1 al % 7 2 2% 
und 
29 
(3.41) 
A24ı = + Naypı 21 


Wir bemerken dabei zunächst, dass x, hier im Nenner von 
4, zur p!® Potenz vorkommt, so dass, wenn man in der 
Reihe für «& den Werth x, einsetzt, sich dieser willkürlich 
gewählte Werth x, weghebt, und die Reihe lautet dann 


1 5 
ha)==+ PATH Ad N Na ; 
- 201 


(4) ° 


Der Quotient zweier auf einander folgender Glieder dieser 
Reihe ist 
I2g=3 )Af 
2q Kr 4A 





so dass die Reihe (nach dem Obigen) convergirt für 
Mod. A,® < Mod. (— 44,), 


wie es auch kommen musste. 
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(Die Reihe selbst ist übrigens convergent für 
Mod. A,?2°.< Mod. (— 44,22), 


die gegebene Gleichung wird aber nur für = x, befriedigt, 
weil wir die Coeffieienten so gewählt haben.) 

Es scheint hier eine Beschränkung unserer Lösung vor- 
zuliesen, wonach sie nur für den Fall, wenn die Diseriminante 
der gegebenen Gleichung negativ ist, Gültigkeit hat; indess - 
liegt dieses nur daran, dass wir eine der willkürlichen Con- 
stanten zu viel vernachlässigt haben, indem wir «0 = 
gesetzt haben. Lässt man &ı,o vorläufig noch unbestimmt, 


4, — 20,9 (A— 1.0) 














so wird ad, = 22 


P) % 
4,0 %,0Adı +4 
&° 


Das allgemeine Glied der Reihe hat die Form 


EIER 





44° Se 2 1,0 01,2 — 09,93 = — 


24H (Aı = 20,0) at 


A (do 0 Ah+A)| ° ir 








und ihre Öonvergenzbedingung für x = x wird dann 
Mod. (A, — 2«1,0)? < Mod. |— 4 (a1,0 (81,0 — A,)) — 4A,]|, 


und weil «ı,. eine willkürliche Grösse ist, so kann man über 
dieselbe so verfügen, dass die letzte Bedingungsgleichung 
auch dann befriedigt wird, wenn Mod. (A,?) > Mod. (—4A,). 
Wir werden die dazu nöthige Rechnung bei der Anwendung 
der dritten Methode, wo sie leichter wird, wirklich durch- 
führen. 
9) Anwendung der dritten Methode. Es sei eine zweite 

Gleichung gegeben 

F,; (2, x) —=2?+ 91, ı(@)2 + EN: 
und es werde diesmal verlangt eine Potenzreihe, welche in 
dem gemeinschaftlichen Convergenzgebiete von 91,1(#) und 
90,1(2) giltig ist, nämlich 

kb be rbb rbar th. 


so zu bestimmen, dass für jeden in einem ‚gewissen Gebiete 
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liegenden Werth x die mit (+ 1) resp. (— 1) multiplieirten 
circumplexen Functionen, nämlich: 


ka) und 
beide Wurzeln der gegebenen Gleichung darstellen sollen. 
Man sieht leicht, dass hier das absolute Glied, überein- 
stimmend mit unserer Theorie, lauten würde: 


PıPo 


| be (Abıbe —— ba 


— (2b,b, — 2b,b, + b,°)@' 

— (25,6, — 2b5b; + 2b,b, — b,’)a’ 

— (2b,b,s—2b,b,-+2b,b,—2b,b,+b)0°", 
also, wie oben, eine nullte Partialfunction zweiter Ülasse, 
während dagegen der Coefficient von 2 


9a) = — 24,2 +50’ + 60° +0], 
also eine erste Partialfunction (nicht etwa eine nullte wie 
oben) zweiter Classe sein muss, wobei, wie in unserer all- 
gemeinen Theorie behauptet wurde, die Öoefficienten von x? 
in 91,1(2) die mit (— 1) multiplicirten ersten Ableitungen 
nach b, von den Üoefficienten von #11 in @o,1ı(X) sind. 

Denkt man sich nun die Functionen 99,1 (2), Qı,1(2) in 

der Form 

p,1() = — [fo + Baar? + Boa +: 

91,1(2) = — 2[Pı1ı® + Pıs@® + Pus@® +] 
gegeben, so sind die b mit ungeraden Indices [= 1 (mod. 2); 
entsprechend im allgemeinen Falle = 1 (mod. n)] sofort aus 
der identischen Gleichung 


0= p1,1(%) —- 2 (®) 
— 2[(B,ı —b)& + (Bus — b,)2° + (Bis — 6) +» -], 
in welcher die einzelnen Üoefficienten verschwinden sollen, 


alle eindeutig bestimmt. Für die b mit geraden Indices be- 
steht aber die ebenfalls identische Gleichung 


0=9o,1() a 1 erh (2)? = (b,— Bo,0) + (26,6, —b,’—Po,e) X* 


+(2b,b,— 2b, b,+b,”—Po,1)@* 
+ (26,6, — 2b, b, 7 20,0, 557-Doe)l tr 








P0,1(X) = 
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woraus sich ergiebt: 


2 
Dr: — ßo,0; b, = — 














TR, 
5. Poo@Bıußıst Bo) — (Bin + Bon)”. 
ATS 23 bu? 37 
7 Po,s + 2ß,1ßıs + fı,a — 2bebı 
Fr 2D, Te 
b 2P,,1Pı,7 + 2Pı,3Pı,5; — 202be — br ! 
zen 3b, Br 


Betrachten wir nun den speciellen Fall, wo die Coef- 
fieienten @o1(%) und 91,1(&) den zweiten Grad nicht über- 
schreiten, nämlich: 


9,1ı(X)=— Po,o— Po,aX?, während für q>1; Po, 
91,10) =—2P,,1ı® ’ „ ” PR; b1,294—=0, 


dann sind alle 5 mit ungeraden Indices mit Ausnahme von 
b, = Pı,ı identisch Null, während für die b mit geraden In- 
dices das Gesetz besteht: 


1 (Br} = Po, e)" 3 

















ı Bıt Bo, 
be Bon be De ee 
a N 
GRADE Da6 Kara EN, 27 ba? Fe 
und allgemein 
29-1 
fl 2a —M)+1) 
p 2 Kl (Bi,ı + Bo)? - 
ES SERIE EL la 


Setzt man zur Abkürzung Yß? + ß,.= P', so kann man 
die gesuchte Potenzreihe für unseren speciellen Fall auch so 
schreiben: 














1 ’ ’ ‚ 
N ER DSF, Eee aa vB 
re N air, Brenn! AREOET b>5 6 
re en 
ae I 
BER® n: by® 
und sie ist für Mod. x? < Mod. —;- convergent. 





p’? 
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Ist nun eine Gleichung mit constanten Üoefficienten 
+ B2+B=0 
gegeben und verlangt man, dass die obige Reihe durch f, (x) 
und — f,(— x) die Wurzeln repräsentire, so braucht man nur 
für einen beliebigen Werth «= x, die Erfüllung von 


90,1(8) = — Po,o — Po,20,? — Do, 
paa)=—  2Zßuıt —=B, 
auf irgend eine Weise zu bewirken. Setzt man z. B. 
‘8 
Po —— Bi Pal und Bu—-— z,: 


so wird 





29 „29 
9 Ze ’ (— B,) x 
b2,@#2 = Ns, 291 ’ 


Se AR (2 2): 
und die Convergenzbedingung für x = x, ist dann 
Mod. B,? < Mod. (— 4B,), 
also wiederum das Kriterium der Diseriminante der gegebenen 
Gleichung. Um diese Bedingung zu beseitigen, d.h. um die 
Lösung für Mod. BD, > Mod. (—4B,) giltig zu machen, lasse 


man vorläufig ßo,a (welches wir vorhin Null sein liessen) noch 
unbestimmt, so dass 


Bo — — (Bu + Po.2m?); 
das allgemeine Glied der Reihe wird dann 
(BP? + 4,909? ©"? 


2g9—1 
2 2 2 
2°97(— B, — Po,a &ı?) 2° 


r 
b2 ,0 —= Ns, 





Das Kriterium der Gültigkeit wird 
Mod. (B,?-+4Pßo,20,?)x? < Mod. (—4B, --40,92%,°)%° 
und für —=z, | 
(w) Mod. (B,?+4Bo,22,?) < Mod. (—4B,— 4Pßo,22,?). 
Seinun B?=A, +uV-—-1; —4B = tWV—1 und 
— Po, =&4+ny—1 und zugleich Mod. B,? > Mod. (—4.B,) 


d.h. A?+w?=4? + u + M? und wir wollen zeigen, 
dass auch für diesen Fall die Ungleichung (w) durch zweck- 
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mässige Wahl von ßo., d. h. von & und 7 bewirkt werden 
kann. In der That verlangt die Ungleichung (w), dass 


VER en a ee Re (Ay +5’ +Wmrm, 
oder 
Art — 2,5 — 2un<Ar tu +25 + 2wN 
d. h. mit Berücksichtigung von 4? + ww? = 4? + uw? + M? 
M<2(,+HA)5+2(w+t u)N, 


und es kann keinem Zweifel unterliegen, dass diese Bedingung 
in der willkürlichsten Weise befriedigt werden kann. 

h) Um noch die Uebereinstimmung dieser Lösung mit 
der gewöhnlichen, mit Hilfe von Radicalen, welche bei den 
ersten vier Graden noch möglich ist, einzusehen, dividire 
man die obige heihe durch db, und schreibe dieselbe in der 
Form - 








— +. .., 


dann ersieht man sofort, dass man auf Grund des bekannten 
Satzes, dass, so lange Mod. &<1 ist, die Formel 


on Be lan ee 
ee ee 
gilt, für die obige Reihe auch setzen kann: 


22) - (er viFe)o, 


Bay (Bayı 52) 
TEIL TEREUL PERL TEENS 





oder auch RE OVOBE 
ld) — Br + V Boo+ (Bi, + Boa 


Was man bei der Lösung durch Radicale (wo sie möglich ist) 
dadurch erreicht, dass man den Radicalgrössen die Vorzeichen 
—+- und — ertheilt, erreicht man nach der obigen Anschauung 
dadurch, dass man für das Wurzelzeichen den absoluten Be- 
trag setzt, dagegen für die eine Wurzel f(x) und für die 
zweite — f(— &£) nimmt. 

Fasst man das oben Durchgeführte zusammen, so findet 
man folgenden Satz bestätigt: 

Sollen die eircumplexen Functionen von f(x) die Wur- 
zeln einer Gleichung zweiten Grades für ein gewisses Gebiet 


H. SCHAPIRA, Cofunctionen. I, 2, 9 
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der x-Ebene darstellen, so muss das von 2 unabhängige Glied 
der gegebenen Gleichung jedenfalls eine gerade Function von 
x sein, wenn f(z) nur ganzzahlige Exponenten besitzt. 

Ist dann der Coeffieient von 2 ebenfalls eine gerade Func- 
tion von x, so stellen f(x) 
wenn noch die a erfüllt ist, dass das von x unab- 
hängige Glied in dem Üoefficienten von 2 die Ableitung von 
dem absoluten Gliede des Coefficienten von 2°. 

Ist dagegen der Üoefficient von 2 eine ungerade Func- 
tion von &, so stellen f(x); — f(— x) die Wurzeln dar; 
wobei das absolute Glied in dem Üoefficienten von 2° beliebig 


sein kann. 





5213. 
Drei Lösungen der Gleichung dritten Grades. 
A. Die nullte eyklische Gleichung. 
a) Es sei die Gleichung 3er Grades 
2? + 92,0 (@ — 90)2° + 91,0 @ — 9)2 + 90,0(& — 9) = 0 


gegeben, deren Coefficienten, der Einfachheit wegen, ganze 
rationale Functionen von x, deren Grad die Zahl 5 nicht über- 


schreitet*), sein mögen, nämlich: 


*) Im allgemeinen Falle, wo noch die @ Potenzreihen sind, 


hat man 
aus (0) 0= (a,+),.0) + (3094, — 34; de + a? + 09,3) (EC — 9)” -+ 
= [3 (a Ag — My; + (Ay? — A995) 44+ 
a 3 
+ 4,43? — A449 + = ) = eo] MI) 
+13 (m? — AU; + (1? — AyQ) A; - 
+ (24,43 — 4,45) Ag Sr (2° — 049g — Qu) A, + 
+0,04, a20,04 + = a] ya 
aus (1) 0=3(] — a0) + 31200 — 4% — 23] (© — 90° + 
+ 3[20,4; — 4A; — 09 4.43? — 0,6] (2 — 9) + 
. +3[2a,45 — a, 45 — 420, 20434, — 444; — 1,9] (C— 90)” = ik 
aus (2) O=3(my + 0) + 3(A3 + &2,3) (C — 9)’ + 
+3(9; + 0,4) (& — 9) + 3a; + &3 5) (e — 9) 


Alle Hauptschlüsse bestehen auch in diesem allgemeinen Falle; 
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Pla N) not sa — I) 
91,0(% — 9) = 30, + 301,3(& — 9), 
92,0(% — 9) = 3%,0 + 303,3(% — u)’; 


so dass wir nach der obigen Theorie berechtigt sind, eine 
Potenzreihe f(x — g,) von der Beschaffenheit zu suchen, dass 
ihre drei eircumplexen Functionen dritter Classe in der Um- 
gebung von 2 = 9, für jeden Werth von % die drei Wur- 
zeln der Gleichung repräsentiren. Zur Bestimmung der Coeffi- 
cienten a von f(& — 9,) haben wir dann die drei identischen 
Gleichungen: 














PM P PB) 
(0) dı > Pit 908 — 9) = 0, 
%5 Pı Po 
m P 
(1) 3 Ip), 
Pı Do 
(2) 3m + Pl — 9)=I. 
Aus (2) ergeben sich sofort alle «, deren Indices durch 
3 theilbar sind, nämlich a, = — &,3,; und somit existiren 


in unserem Falle, wo alle 3, —=0 für py > 1, in der ge- 
suchten Function f(x — 9,) überhaupt nur zwei Glieder, 
deren Exponenten = 0 (mod. 3), nämlich 4, + a; (& — 9,)° 
und zwar sind ihre Üoefficienten 


u a te Te #23: 


Ferner hat man aus den Üöefficienten von (2 — 9,)°, 
welche für sich verschwinden müssen , 





nur sind die Ausdrücke für die berechneten Coefficienten complicirter ; 
und unser specieller Fall ist aus dem allgemeinen direct dadurch zu 
erhalten, dass man die & mit höheren Indices gleich Null setzt. Es 
sind natürlich auch andere Specialisirungen möglich und wir wollen 
in der That an anderer Stelle andere Voraussetzungen über diese 
Potenzreihen g machen, um dadurch in ganz analoger Weise die 
Lösung allgemeiner algebraischer Functionen zu erwirken. 


9* 
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respective (1) 3a, = baya, — 301,3 


woraus sich sofort, übereinstimmend mit der obigen Theorie, 
ergiebt: für «, die binomische Gleichung 3ter Grades 


2 
a° = — 30, 08,3 + 900,0 01,3 — 00,3 
und dann für a, die lineare Gleichung 


20,,0%,3 — &1,3 
a4 





ds, —= 


Ebenso liefern die Coefficienten von (x — 9,)° in (1) 
und (0) zwei lineare Gleichungen zur Bestimmung von a, 
und a,, woraus man erhält: 





Ferner erhält man aus den Üoefficienten von (x — 9,)” 
eine lineare Bestimmung von a, und a,, nämlich: 








2 0% 6 ds? 5 Q,% 4 0,8 
ee een ea 

3.4 3 un 3 Ay 9 a, 
DEINBESR a 2 —- a |, da 


etc. Wir gehen hier auf die nähere Erörterung des Gesetzes, 
nach welchem die Glieder sich hier entwickeln, nicht ein, 
da man, wie wir bald sehen werden, ohne die Allgemeinheit 
zu beeinträchtigen, einen speciellern Fall annehmen kann, 
für welchen diese Formel bedeutend einfacher wird. Man 
bemerkt zunächst, dass in jedem der Coefficienten alle Sum- 
manden bis auf den einen letzten mit dem Factor a, behaftet 


sind, während der letzte Summand, welcher für a,, bis auf 
p—1 
hat und somit 





den Zahlencoefficienten N,, die Form 
1 


nach der obigen Theorie den Factor a, auch niemals haben 
kann, (wenn das Gewicht des Gliedes p sein soll), wofern 
p durch 3 nicht theilbar ist. 
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b) Setzen wir nun ag 3 = 0, so dass f3,0(& — 9,) constant: 


1 
M= 5390 —- H)= — %o 


wird, so leidet die Allgemeinheit dabei deshalb nicht, da 
jede gegebene Gleichung durch eine lineare Substitution 
(2 -+ 8) anstatt 2 bekanntlich auf eine Form gebracht werden 
kann, in welcher der Üoefficient von 2”! einen gegebenen 
. Werth annimmt. Bei dieser Annahme 


vereinfacht sich aber unsere Function bedeutend, indem dann 


jeder Coefficient, dessen Index grösser als Eins ist, aus einem 
einzigen Gliede besteht. Man hat nämlich: 








ee . DEN 3 OD sei 28 . 
DEE A TE I a a FETT rg 
1 
1.0 17 0, 4 Ge 5 a, 
04 TH EHEN EI HE KR L red te ı 9% ) 
3 9% 3 4 y2.0° 9 a° 
E U BE 104 ag! ie 


An diesen Coefficienten bemerkt man sofort ein bestän- 
diges Gesetz; es ist nämlich: 
1 
a,= EA: 
ABER D =97 7 
a 


wobei N, ein gewisser Zahlencoefficient ist, dessen Bildungs- 
gesetz analög, wie bei der Gleichung zweiten Grades aus der 
Formel für y, welches der Gleichung y” — may — x” — 0 
(im zweiten Capitel dieses Abschnittes) nämlich für p > 3 


»p--2 


Lkle®-:» 


0 
N, 








leicht bestimmt werden kann, während die Nothwendigkeit 
P—1 | 

der Form ee sich in folgender Weise direct ergiebt. Wie 
er 

wir gesehen haben, lassen sich alle Coefficienten gruppen- 
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weise als ganze rationale Functionen von den Coefficienten 
mit kleinern Indices ausdrücken, so dass, wenn man sich in 
a, die Werthe rückwärts eingesetzt denkt, so muss a, als 
rationale Function der Grössen der ersten Gruppe a,, 4, @a 
erscheinen, etwa in der Form 


aa 
a,— D’M,a,a a, , 


wobei M eine Zahl und Ar, I, m; positive oder negative 
ganze Zahlen bedeuten, die die Bedingungen 


k; + ı-+ mi = iin 
h+2m =p; (p= einer positiven ganzen Zahl) 


erfüllen müssen. 

Dass aber a, in unserem Falle in den weitern Üoefficien- 
ten nicht vorkommen kann, erhellt aus folgender Ueberlegung. 
Da jetzt 9, = a, ist, so werden alle Coefficienten von «2, 
sofern g > 0 ist, in der ausgerechneten Gleichung (1), wo a, 
lediglich als Summand, also nur in dem Üoefficienten von 
x’ vorkommt, von a, unabhängig sein. In der ausgerech- 
neten Gleichung (0) kommt allerdings a, in allen höheren 
Coefficienten wohl vor; indess stammt dieses lediglich aus 
dem Summanden 39, P Ps (von.den andern drei Summanden 
Po P13, Pa3, die überhaupt in unserer ceyklosymmetrischen 
Determinante bekanntlich noch vorkommen können, sind die 
zwei letztern von a, unabhängig, und der erstere 9,’ = ay° 
liefert keinen Beitrag zum Bau eines Üoefficienten von x2, 
wenn q > ist). Es ist aber jetzt 


>PoPıPa = 3 (PiP2); 


und da nach (1) jeder Coefficient von 22, (sofern qg > 3 ist), 
welcher aus p, p, entspringt, identisch verschwindet, so ist 
in unserem Falle jeder Coefficient von #2 für g>3 von a 
nur insofern abhängig, als a, und a, es sind. Es kann aber 
ausser a, und a, in a, die Grösse a, direct nicht vorkommen, 
so dass a=0 sein muss, und somit lauten unsere Be- 
dingungsgleichungen 


h-+ mi = 1X 
h+2m=P, 
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woraus folgt n,= — (p — 2) und mı=p— 1]; also haben 
die Grössen (,, m, für alle Glieder unter dem Summenzeichen 
nach A nur je einen einzig ER Werth, d. h. es ist 


ad 
) 


%o=N, 


wie behauptet wurde, 
Das allgemeine Glied lautet also für p > 3: 


»p—2 
11 (p—1-3) 
| ; ee 
A nd ee 


p! 
(3 Brorrsen &%y,5) i 





ud weil nach (f) in $ 6 der Quotient zweier Zahlencoef- 
ficienten, deren Indices sich um drei Einheiten unterscheiden, 
für wachsende p gegen den Grenzwerth (1 — 5)’-1=4 con- 
vergirt; so ist die Üonvergenzbedingung für unsere leihe: 


4= 2,3) (0 — 90)? 


(3@),0%1,3 — %,3)” 





Mod. 1, 


oder 
2 
(30,0 &ı,3 — %0,3)” 





Mod. (x — 9,) < 


c) Es ist leicht nach der gewöhnlichen Methode zu veri- 


3dy0%y 3 — U 3 
: 0,0.71,3 0,3 . A 
fieiren, dass — 9, = ee, NE 2, wirklich ein Ver- 
2a 





zweigungspunkt ist. Schreibt man nämlich unsere Gleichung 
ın der Form 


F(2,2) = (@+%,0)? + 301,3(&— 9)’2 + %,5@ — 9)’ = 0, 
bildet 
—=5[@+%,0)’ + a,s@—))—=d, 
und setzt 
+ 00 (a, (an) 


aus der zweiten Gleichung in die erste ein, so erhält man: 
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En) U a)! E99) — Boa — 0.) — 0, 
woraus durch Vergleichung mit den ursprünglichen Glei- 
chungen ausser dem Werthsysteme (e — 9,)=0; (2+%,0)=0 
noch der Punkt 


(300,0 3 — %, ,,® 


el ers 


als Verzweigungspunkt sich ergiebt. 
Innerhalb des Kreises mit dem obigen Werthe als Radıus 
um den Punkt x = 9, liefert also die Potenzreihe 


f(&) = — %,0 + (3 %,001,3 — 0,3)" (2 — 90) 


3 





4 2 —g,% 


(3&0, RE 3,77,9%0, 3) 


Be = 5 
Sir en ea) zann 


(39,0 &,3 — %,ı) ° 


für jeden Werth von x durch ihre circumplexen Functionen 
ste Classe die drei Wurzeln der Gleichung 


2° + 92,0 (0 — 9) 2? + 91,0(@— 99) 24 90,0&— 9) = 0, 
wenn die Functionen @ die einfache Gestalt 


Pl a—g)= + ml N); 
91,0(°— 9) = 30,0 + 301,3 (8 — 99)°, 
92,0, (2 — 95) = 300,0 


haben, worin ausser der Grösse g, nur noch drei willkürliche 
Uonstanten &,o, &,3, &ı,; vorhanden sind. (Wir haben deren 
nur so viel gelassen, als die Lösung jeder Gleichung mit 
constanten Üoefficienten höchstens erfordern könnte; sonst 
konnten wir aber so viel willkürliche « lassen, als zu irgend 
einem Zwecke nöthig wäre.) 

d) Ist nun eine Gleichung mit constanten Coefficienten 

?+42°+ 4244, =0 

gegeben und wünscht man, dass unsere Reihe durch ihre 
circumplexen Functionen die drei Wurzeln repräsentiren 
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sollen, so bleibt nur noch übrig, für einen beliebigen inner- 
halb jenes Kreises liegenden Werth x, von x von den zu 
bestimmenden Constanten die Erfüllung der drei Gleichungen 
rd BrA AN 


A, 
& == ——$ Ü& men me & N 
i en 9(&, — 90)? 3 3° (2; — 90)° 


3 


zu verlangen und diese Werthe in die Beihe einzusetzen. 
Nehmen wir noch zur Vereinfachung der Rechnung an, 
wir hätten es mit der Reducente zu thun, so würde 


| BL 
zu setzen sein, und wir hätten die einfachern Werthe 


Del 0,7 en Zu Baal 
1,3 3( — 9%) 0,3 (2 — 9)? ) 


das allgemeine Glied der Reihe wird dann 





A, Rt p 
N (@—9P=N, 23 ei) 
(— %,5) ® — 4) ? a)" 


und die Convergenzbedingung für x = x: 
A,N\3 A \8 
Mod. (— 3) < Mod. (3) 


fällt wiederum mit dem bekannten Werthe der Discriminante 
zusammen. Auch hier werden wir sehen, dass bei einer von 
den übrigen mit der unsrigen ein System ceyklischer Glei- 
chungen bildenden Gleichung diese Beschränkung leicht auf- 
gehoben werden kann. 

e) Die Frage, wie unsere Hauptlösung mit der bekannten 
Lösung mit Hilfe von Radicalen zusammenhängt, ist hier 
sehr leicht zu beantworten. 

Nach den Betrachtungen des zweiten Capitels in diesem 
Abschnitte, in Betreff der inversen Functionen, haben wir 
gesehen, dass man den Zahlencoefficienten im ı allgemeinen 
Falle en — m) in der Form 


p—2 


DL 9 — [ - ;) 


N 0 
N er 
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schreiben kann, und durch sehr einfache Umformungen kommt 
man für m —=5 zu den zwei Formeln: 





qg 

woraus sofort ersichtlich wird, dass die drei Partialfunetionen 
unserer Hauptfunetion unter der obigen Convergenzbedingung 
(die für alle drei Partialfunetionen dieselbe bleibt) in ge- 
schlossener Form als drei verschiedene Radicale mit dem 
Exponenten 3 auftreten, deren Summe (nach geschehener 
Multiplication eines jeden Summanden, respective mit r,') die 
drei Wurzeln (also wirklich durch die circumplexen Functionen) 
liefern. (Vgl. die Gleichung zweiten Grades und das erste 
Capitel des dritten Abschnittes; ebenso wie den Salzburger 
Vortrag $ 2, b.) 


.B. .Die erste cyklische Gleichung. 


Es sei die Gleichung 
+ 91 — 9) + Yıl -9H)2 + 9ıa —g)=0 
gegeben und es wird jetzt gefragt, wie müssen die Coefficienten 
92,1, P1,1, %o,ı, beschaffen sein, damit die mit yasıa ENT 
respective multiplieirten circumplexen Functionen von f(x), wenn 
kb +rbharbarte-.- 
bedeutet, für jeden Werth von x in der Umgebung von 2 = g, 


die Wurzeln der gegebenen Gleichung repräsentiren. 
Man bekommt hier die drei Gleichungen: 


Pı Po Pr 

le, 2% PM mit pa —g)=0, 
Po Pr Pı 

(1) z\Pı Pl _9,@—g)—0, 
Pr Pı 








(2) mt mem, 
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von welchen die erste genau so beschaffen ist, wie im Falle A; 
weil die Determinante (p,?+ 95° P4°— 3P1P,P,) symmetrisch 
in Bezug auf p,, P}, P, ist; wie es übrigens auch deshalb 
kommen fnuss, da 90,ı das Product aller drei Wurzeln dar- 
stellt und 75": 73". 75” —= 1 ist.- Man kann also die 
Gleichung (0) für unseren Fall direct aus (0) in A erhalten, 
wenn man a durch 5 und «& durch ß ersetzt. 

Dagegen ändert sich (1), indem anstatt jener nullten 
Partialfunction 3'° Classe eine zweite Partialfunction derselben 
Classe, nämlich 


1) 0=3 he 6,62:+.5° Br) — N) + 
+(-55+254, — bb, — Ps) a —’-+ 
A Babe 28,8, — b38:— baby + Bu) @—9n)° 
+ +26 26,0, bb Pu) ag)" + =] 


und ebenso tritt anstatt der nullten De Hunchön gter Ölasse 
(2) in A, hier eine. erste Partialfunction derselben Ulasse: 


a) 0-3) +B)@-9)+ &+ Be) @— m'+ 
+ Gt) a + Bot Bo) @- NH], 


wonach die b, deren Indices die Congruenz J == 1] (mod. 3) 
befriedigen, direct aus (2) bestimmt werden, nämlich 


Ösg+i RT” 2,341 
Dann hat man aus (0) die einzige binomische Gleichung 
= — Pos; 


2 _— 
und aus (1) ,—= u. 


Dann liefert der Coefficient von (x — 9,)? in (0) 


Ei 3bub,b, — bi? — Po,3 N 3P,,1P1,2 ae 2ß5 1 Fo Po,3 
er 36% 027% 3b? , 





und darauf aus dem Üoeffieienten von (x — 9,)’ in (1): 


2b, — bobs— Bun 


b, 5 


etc. 
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Bei dem Werthe für b, bemerkt man, dass genau der- 
selbe Ausdruck für a, (in A) in Bezug auf die «a mit klei- 
nern Indices sich ergab; dieses gilt aber auch von allen b, 
deren Indices die Congruenz J = 0 (mod. 3) (ja dllgemeiner 
bei der Gleichung n'® Grades für b,, wenn J == 0 (mod. n)); 
immer ist ein solches b in allen cyklischen Gleichungen eine 
und dieselbe Function aller db mit niedern Indices (wenn n 
ungerade ist und wenn» gerade ist, tritt nur ein Unter- 
schied im Vorzeichen auf). Der Grund dafür ist der, dass 
b,n (nach der obigen allgemeinen Theorie) durch die Glei- 
chung (0) als Function aller vorhergehenden Üoefficienten, 
und (0) ist für ungerade n dieselbe bei allen cyklischen Glei- 
chungen, und für ein gerades n wechselt die Determinante 
das Vorzeichen. 

Bedeutend einfacher wird die SENDEN für die übrigen 
Üoefficienten beim speciellen Falle 


Po, ER = Po,3(® er N); 
91,1 = 3ßı,2(a — 9) 
9,1 =dP,ıl® — A), 


so dass alle ß, bei denen der erste Index grösser als 3 ist, 
identisch Null sind. Aus (2) folgt dann 


b, Fo em Pa,1; und ba,-+1 — () für q > 0; 


und (1) nimmt die einfachere Form an: 


= (br — bb, — Pı,)@ — 9)? — (bob, + b3b,)(® — 91)’ — 
— (dobs+b; b,+b,b,) @— 91)’ — (bob tb; bs+b,d; + u b,) 
Bl 


so dass für alle Coefficienten, deren’ Indices die Congruenz 
J = 2 (mod. 3) befriedigen, das Gesetz besteht: 


; Babgo_ı + Body, ah: + ba de 
39-+2 el war ER Pe 2 


Ebenso vereinfacht sich die Gleichung (0), so dass die 
daraus entspringenden Werthe für die Coefficienten, deren 
Indices J == 0 (mod. 3) befriedigen, die Form haben 


Abschnitt VIII. Capitel IV. $ 13. 141 











; 3b 7 Gbo bb + 3b, bp 
ge 352 ) ae 352 FR} 
6bobadg + 3d5? bs + 35062 4 3byb? + 3b,2b,. 
919 == _— NEUN, Pi I 


etc. 

Im Falle A. haben wir eine weitere Vereinfachung der 
wirklichen Berechnung durch eine Specialisirung a; = er- 
reicht; um nun nachzusehen, welchen Einfluss die Annahme 
b, —=0 in unserm Falle B. haben würde, überlegen wir Fol- 
"gendes. 

‘Jedenfalls kann man sich die soeben angeführten Werthe 
successive eingesetzt denken, so dass jedes b mit höherem 
Index eine rationale Function von b,, b,, b,, b, sein wird, 
in deren Nenner nur b, vorkommen kann, weil da, wo ein 
b mit einem so hohen Index in den Gleichungen (0) und (1) 
zum ersten Male auftritt, dasselbe, nach der obigen Theorie, 
nur mit b, behaftet erscheint*), welches bei der entsprechenden 
. Berechnung des betreffenden b dann in den Nenner der rech- 
ten Seite tritt. Nun sehen wir zunächst, dass in der Glei- 
chung (1), welche dazu dient, diejenigen b, zu bestimmen, 
bei denen p=2 (mod. 3) ist, alle Glieder von der zweiten 
Dimension und vom Gewichte @ = 2 (mod. 3) sind. Nehmen 
wir nun an, es existire darın ein Glied 


Mb,b,, x 
so muss offenbar 1 + q==2 (mod. 5), oder, 
q=1 (mod. 3) 


sein. Nun ist aber in unserem Falle speciell 


92,12) = 3ßa,1(® — 9ı)) 
so dass die b mit dem Index J = 1 (mod. 3) für J > 1 ver- 
schwinden. Mithin wird in (1) ein einziges solches Glied 
Mb,b, nur vorkommen können für g=1, also Mb,’ ın 





*) So wird z. B. b,,,, aus dem Coefficienten von z°*t? bestimmt, 
und es ist nicht möglich, dass darin ein Glied von der Form 
d 
b3 12 b3 b5 bi bo 


mit positiven &, ß, y vorkommen soll, da das Gewicht ‚grösser als 
3s +2 sein würde und negative «, ß, y können in (1) überhaupt nicht 
vorkommen; es muss also «= 0; ß=0; y= 0 sein. 
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dem Coefficienten von x°, während ın allen andern Gliedern 
b, =0 ist, so dass gar kein b, mehr vorkommen kann. Es 
wird mithin b3,}9 die Form haben 


(w) Da +2 — Dr Nebst it. ; 


wobei .M, ein Zahlencoefficient ist, und das Summenzeichen 
sich auf alle möglichen ganzen positiven A,, u, und posi- 
tiven, wie negativen v, bezieht, welche die Bedingungen 


Ag + t+v%=1 
3 + 2 = 35 + 2 


erfüllen. 
Daraus ersehen wir sofort, dass A), —= 0; d.h.: 





35-2 3 
nur für gerade s möglich ist; und für s=2p ist dann 
wirklich ein Werthsystem, aber nur eines 


(Ww) 1-0; p=3pn+1 7 ——5p 


vorhanden. In allen übrigen b3(g7-.1, 4 müssen also alle Glieder 
mit b, behaftet sein und wenn b, = (0 gesetzt wird, ver- 
schwinden alle b3,1., in denen s eine ungerade Zahl ist, 
ganz und diejenigen Glieder der gesuchten Reihe mit geradem 
s—=2»p bestehen nach (w’) aus einem einzigen Gliede von 
der Form a Der 
3ptlln —_ p 
bopra(® — 9) PF? — Napyı ° a 
0 
d. h. die zweite Partialfunction dritter Olasse unserer Haupt- 
function f(e—g,) ist in umserem speciellen Falle eine zweite 
Partialfunction sechster Olasse, oder ewme erste Partial- 
function dritter Classe einer Function von (£ — 9)”: 
Der Zahlencoefficient N, lässt sich ebenso wie im Falle 
A. bestimmen und ganz analoge Betrachtungen wie für n=2 
lassen sich auch hier durchführen. 
Ganz genau wie vorhin lässt sich beweisen, dass 
B24 


BEN =0(0:- und Dep == Nap ———— Dr 
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wird; also die nullte Partialfunction dritter Olasse wird in 
unserem speciellen Falle eine nullte Partialfunction sechster 
Classe einer Function von (2 — g9,) oder eine nullte Partial- 
function dritter Classe einer Function von (© — 9,)°. 


C. Die zweite cyklische Gleichung. 


Es sei nun eine Gleichung 


2° + 92,20 — 95) 2° + P12(@— 95) 2 + 90,28 —9,) = 0 
gegeben und es wird diesmal verlangt, dass in einem Gebiete 
um &—g, die mit 7," multiplieirten hten eircumplexen Func- 
tionen (kh=0,1,2) von f(x — 9,) für jeden Werth von & 
die drei Wurzeln liefern sollen. 

Die Gleichungen haben jetzt die Form: 





| Pr Pı Po 
(0) » m Pı|!+ 9.22 — 90, 
Pı Po Pr 
P2 Pı 
d' 3 | -— — 9)—=O$, 
a na) 
(2). 39 + 9222 — 9) = 0; 


und wiederum hat (0) genau dieselbe Beschaffenheit wie in 
A. und B. (also dieselbe nullte Partialfunction dritter Classe 
zu sein wie dort); während (1) jetzt eine erste Partial- 
function dritter Ulasse wird, nämlich 


(1) 0-—3| (492,1) @-)+&o +40 —erH+Y2.)(29,)" 
+99 +06 — 29, +34 +Y21) @—9) - 
+ (oo +61 69 —2 6,6563. 67 + 646 — 63°4+Y2,10) (8-92)! 
+63 +6 1122626146360 4646926567 +Y3, 13) 92)” 


+ ete. | 


(Das Bildungsgesetz ist klar; höchstens dürfte noch die 
Bemerkung in Betreff des Vorzeichens und des Zahlencoeffi- 
cienten nicht überflüssig sein: es haben nämlich nur die- 
jenigen Glieder in der Klammer das negative Vorzeichen, 
deren beide Factoren Indices besitzen, welche die Congruenz 
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J=2(mod. 5) befriedigen, und nur solche Glieder haben 
noch den Üoefficienten 2, falls beide Factoren von einander 
verschieden sind; die Ursache liegt darin, dass nur p, im 
Quadrate Eorkoschs 

Die Gleichung (2) wird diesmal eine zweite Partialfunc- 
tion dritter Classe, nämlich: 


2) 0=3 [lo + 922) & — 9)’ + (% 4 93,5) (& — 9)’ 
+ Fr pe) EN)’ 
+ (Cs +94 Ya,30+42) & — 9)? +: :.]. 


Aus (2) werden also in diesem Falle alle diejenigen c 
direct bestimmt, deren Indices die Gongruenz J = 2 (mod. 5) 
befriedigen und für die übrigen Coefficienten hat man folgende 
gruppenweise Bestimmungen. 

Zunächst erhält man aus dem Üoefficienten von (x — 95)" 
in (0) die binomische Gleichung 


tr; 
dann aus dem Coefficienten von (x — 9,)'! in (1) 


ToA; 


ee 
1 o? 


darauf wieder aus dem Coefficienten von (x — 9,)° in (0), 
wie oben: 
300% — G° — Ygz 

BC) 





re 
und dann wieder aus dem Coefficienten von (x — 9,)* ın (1) 


Gl — CH Yoga 


C =— 
4 Co 


Ferner c, (allgemein c,,) genau wie oben im allgemeinen Falle 
in A oder B (weil diese Bestimmung aus (0) getroffen wird, 
welche für alle drei eyklischen Gleichungen dieselbe bleibt), 
dann wieder aus dem Coeffiecienten von (& — 9)’ in (1) 


CC + 630% — 296; + Yg,7 
& 


ei on 





etc. 
Für den speciellen Fall 


y 
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90,2(% — 9) = Yo + 12,3(2— 9)’ 
91,2(2 — 9) = 3Y2,1(8 — 9;) 
92,2(8 — 9) = dya,2 (0 — 95)” 


ergiebt sich die einfachere Bestimmung 


Be Tor er h EEE 
EL Et ee 


R a 


(ES u 
3 3 Ge 2 4 Co ) 19) 





etc. 

Und ganz analoge Betrachtungen wie im Fall B. lassen 
sich auch hieran knüpfen; ebenso ist auch die Möglichkeit 
leicht nachzuweisen, dass wenn eine gegebene Gleichung mit 
constanten Üoefficienten zu lösen ist, man immer eine des 
vollständigen Systems der nach der obigen Methode gelösten 
cyklischen. Gleichungen so einrichten kann, dass die allge- 
meine Lösung für die speciell gegebene Gleichung passen soll. 

(An anderer Stelle wird gezeigt werden, dass sogar jede 
gegebene allgemeinste Gleichung, deren Coeffieienten %(x) 
beliebige Potenzreihen sind, ebenfalls auf einen der Fälle jenes 
vollständigen cyklischen Systemes zurückgeführt werden kann.) 


S 14. 
Gleichung vierten Grades. 
Sei nun die Gleichung vierten Grades 
Fe, )=-E+ dt MDR H+ IH DEt+ MD — 0 


gegeben, wobei die Coefficienten die Functionen 


9 (2) = 0,0 12. 00,40 
9, (8) = Aco,o + Aoı,ax! 
9, (2) = 60,0 + Au ur! 
9, (2) = 4,0 + #03,1X* 


bedeuten, und es werde verlangt, dass in der Umgebung 
von ©—=( die ceircumplexen Functionen von 


[du t ac +0 +: 


H. ScHAPIRA, Cofunctionen. I, 2. 10 


» 
146 Abschnitt VIII. Capitel IV. $ 14. 


für jeden Werth von x die Wurzeln von F'(2,x2) =0 dar- 
stellen sollen, so hat man aus den identischen Gleichungen 


Po P3 Pr Pı 


- Pı Po Ps Pa 
(0) == — z 
’ Ps Pı Po Ps 9) 


IP3 P2 Pı Do 


Po P3 P2| 


(1) 0—=4|Pı Po Ps| + 9ı (x) 
P2 Pı Po) 





Po P3 


Pz Po 


Pı Po 
(3) 0—4m+ 93(%) 


2 — 9,(%) 














die gesuchten a zu bestimmen. 

Und wieder bestimmen sich aus (3) diejenigen a, deren 
Indices J== 0 (mod. 4) sind, direct als identisch mit den ent- 
sprechenden « in 9, (x), so dass in unserem Falle 

DO, Der 03,10% 
ist, also alle @&,, =0O sind, bei denen g>1 ist, und nur 
= — %. unda = — 03.14. 
Aus (2) 
3Po" — 2PıP3 — Pr — 300,0 — 20, 10° — 0 


hat man ferner die Gleichungen: 


ds + 2a, a, = 600, &3,a — 205,1, aus den Üoefficienten von x? 
ein 
A, 4, er 94; ar A350, —= 5 03,4 „ „ „ ” x 
< < 2 PER 
2441 + 20a + 243% + 2a,a; + a? = 0 aus den | 
Coefficienten von x? 

At Alt AM; Mt lot Ary— 0 aus 

den Üoefficienten von x!® 


20,919 + 2a34,5 + 203047 + 29,0, + 2,044 20703 + 
+ 2a,4,, 4 Ay, >= 0 aus den Coefficienten von =°°. 


Die Gleichung (1) kann man so schreiben: 
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(1) A A NR RE 
— 29° + %,0+ a0 0, 


und man bemerkt sofort, dass die Rechnung ganz bedeutend 
vereinfacht wird, wenn man in dem von z unabhängigen 
Gliede der Gleichung den speciellen Fall nimmt 

sa 0, 
was für den Zweck der allgemeinen Lösung der Gleichung 
mit constanten Coefficienten vollkommen ausreicht. Es wird 
nämlich dann 


I = E00 

A 
die Gleichung (2) wird dadurch etwas einfacher; die Haupt- 
sache ist aber, dass die Gleichungen (1) und (0) ganz bedeutend 
einfacher werden; denn der Klammerinhalt in (1) kann auf 
die Glieder, deren Exponenten grösser als vier sind, keinen 
Einfluss ausüben, weil dieselben auf Grund von (2) identisch 
verschwinden, und es bleibt nur noch (weil unter der ge- 
nannten Bedingung 


3Pp — 22 + 00,0 —0 
ist) die einfachere Gleichung 


(1) Bm Dee (a1,4 + 20.) = (0. 


Daraus ergeben sich die Systeme von Gleichungen 


4 = — dia — 20g4 aus den Üoefficienten von x? 

2 Ex 2 8 
44°, + 29, 4,0, = Ay, >» „ » % 

2 y LE, 12 
a,’0 + 24a, = — 29,0,0) » „ y # 

— 4370; 
etc. etc. 
Unter der gemachten Voraussetzung p, = — %,o be- 


kommt man aus (0) folgende Gleichungen: 


2 
— 4,° + #00,003,4 + 4@0,0&ı,a + 800,0 &,a — &o,ı — 0 


aus den Üoefficienten von «x, 
10* 
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3a? — 4a,°a, + 2a,?az? + 4a,’ 0,4 = 0 
aus den Coefficienten von «°, 
— 4a,:a, + 12a,°a, — 6a,?a,? — az! +4a,’aza, + 4a, a3’a, 
+ 810,0,0,4 = (0 aus den Üoefficienten von «'!?, 
etc. 
Die Üoefficienten von x? liefern also eine binomische 
Gleichung für: a, 


aus (0) a! — U —4[30,003,4 + @,0(&1,.)| — @0,. 


2 
— 12 &0,0 &2,4 + 4 00,0%1,4 — 00.4; 








3 & a + 209 
dann au 1) = — a T 4) ; 
: 1 
- 20,44 4° 
und au 2) = — en z 
| 


Dann liefern die Coefficienten von x° drei lineare Glei- 
chungen zur Bestimmung von a,, @,, &; es folgt nämlich: 























0 2a,°43° + 40°, 4 + 30! 29? 43°—4 442° A3—+ Ay! 
aus (0) 4, — 1a, 13 1ay 
i N 
__ (a2? — 29,43)? — 244° 43° 
Er 40° z 
/ 2419494, + Ay Ag” (lg 2 9 
aus 1) ya —— ar eur (a? — 2a, a;)?, 
1°; - 1 
‚ God 34 2.9? — Ay) (A — 2 0195)” + 20,’ a3’ 
aus (2) U, = — 190; + 3% __( 2 13) (42 ua 1303 
d 4a, 
2 (245° — 1343? 443 + 38a,?43°) (a3? + 20,93) — 78aj’az’ 
4a? 


Ferner erhält man aus den Coefficienten von x!? die 
linearen Gleichungen 


46° 430,+ (1205°+8Qa, 0, „)W—6a,’a,’+4q,a3°0,— a3! 











van (0) An - 444° ’ 
2A, do 200,4 As? 4-2 0,4.) A, 2 
aus (1) An 14249 + ?QgQz we 14;)Q,-+ Az, 
1 
a 
204%A, + 20450; — Bi G? + 0, a,? 
TER 2 
a x 
224,0 + 2030, + 20,0, + a,? 





aus (2) a, = — yes 


ete. 


Abschnitt VIII. Capitel IV. $S 14. 149 


Berechnet man hieraus successive die auf einander folgen- 
den Coeffieienten, so ergiebt sich jeder weitere Coefficient, 
dessen Index grösser als 4 ist, ausgedrückt durch «|, a,, Q; 
und zwar in Gestalt eines Bruches, dessen Nenner eine ge- 
wisse Potenz von a, und dessen Zähler immer eine ganze 
rationale Function von (a,? + 2a,a,) ist, wie z. B.: 


(a3? + 20,03)? — Ars (a? + 243) — Taypo?Qz 
ana m en, 








Ad; — 4a,3 
Er Ay(dg? + 20,03)” — 8 4,0302’ 
Dar Tan 204% 2 
(24! — 13Q9?a,A3 4 38Q,?43?) (Aa? + 2a 43) — 78a? 43? 
dr —— Lay 
EICH, 


während die Grössen qa,, @,, a, direct gegeben sind durch die 
als gegeben vorausgesetzten «&,0; &,a; &ı,a; @a,ı In den Üoef- 
fieienten 9, (2); P,(%); 9.(%); 9,(x) der gegebenen Gleichung. 
Zum Zweck der Lösung einer Gleichung mit constanten 
Coefficienten genügt es jedoch, wie wir sehen werden, wenn 
wir noch weiter specialisiren, wodurch einerseits die wirkliche 
Berechnung bedeutend vereinfacht und andrerseits das Gesetz 
für die Coefficienten übersichtlicher wird. Setzen wir näm- 
‚lich a? + 2a,a, =, d.h. a4, = — > Se, was einfach da- 
durch erreicht wird, dass man &,— 0, also 9,(2)—6e,, 
annimmt, so werden in den obigen Ausdrücken nur diejenigen 
Glieder bestehen bleiben, welche von (a,? + 2a,a,) unab- 
hängig sind, und wenn man darin noch den Werth 
ee 
einsetzt, so erhält man alle übrigen Coefficienten ausgedrückt 
lediglich durch a,, a,, nämlich 


T Os 9? R 39 Ay x 
ara: UNTEN Bee TECH, 
1045 a,° 399°, 7735 q,'0 
ne DE 128 a du = 22 aß? a 256 ap? 


Ganz ebenso wie oben können wir auch hier nachweisen, 
dass allgemein sein wird 
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Da nämlich a, jedenfalls eine rationale Function von 
a, und a, sein wird, so muss a, jedenfalls die Form haben 


ER >; M;a, a”, 


wobei (, und m, positive oder negative ganze Zahlen sein 
werden, welche aber durch die zwei Bedingungen 


hLm=l h+2m=q 
beschränkt sind, woraus das einzig mögliche Werthepaar folgt: 
m»=q—-1l h=e-(-2). 


Man kann also .alle diese Glieder, die sich nur in dem 
Zahlencoefficienten unterscheiden können (wie behauptet 
wurde) in der Form 

ag! 


2 


dA. = 
q q DR 
a! 


vereinigen. Was nun N, betrifft, so kann man wiederum 
wie oben verfahren. Da eine Reihe f(x) in einer gewissen 
Umgebung von & = OÖ für ganz beliebige «9,0; &,a; «ı,a gelten 
muss, so wählen wir diese Grössen so, dass  =qa, =], 
also: om —1; wı=—-1; mı=—1. 

(Allerdings kann dabei noch immer a, eine h“® (h=0,1,2,3) 


Potenz vonY—1l=r, sein, da zur Bestimmung von a, 
überhaupt eine binomische Gleichung 4" Grades vorhanden 
ist; wir wählen der Einfachheit wegen = 0.) In diesem 
Falle wird also unser 


2=0 + N, x + N,2? + N,X%° +: -- 
Unsere Gleichung nimmt aber dann die Gestalt an 
et — Arzt), 
und man bekommt für diesen Fall wie oben 


2—2 
Lle- 44) 


0 . 
N, 5: p! FE 


oder entsprechend den 4 Partialfunetionen: N,,=0 und 
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— (48-43) 
| PER nn. 
AT er, 


— (4s+1) 
LESE VER 
Nasa = Ru rn 








zeisptlsıt) 
4 92s—1 
Nı3 =(— vl 2s ) 2s-+1? 


so dass man, übereinstimmend mit den obigen Zahlen, 
wirklich hat: | 











Pre > Sa SI R Er a 2 
a re Me RD 
ferner: 
—q = i —)9 
Ir 4 20 as! iR 2 (—2)ta?, 2 4 2a. 
a a Da N 0 ara le DK ea /Iar® 
und 
Zt — 11 — 13 
124,2 2 (—2)3 a,? 4 123a,!0 
Sir; AN TRLI E 1 Ba A N 9) 5 
etc. 


Man überzeugt sich auch hier in ganz derselben Weise 
wie oben, dass der Convergenzkreis bis zum nächsten Ver- 
zweigungspunkt sich erstreckt (und zwar ohne Hilfe der Dif- 
ferentialrechnung). 

Ebenso wie oben werden die andern drei Gleichungen 
zu lösen sein, welche mit der unserigen das cyklische System 
bilden. Es wird sich dabei herausstellen, dass allgemein die 
('* eyklische Gleichung, d. h. diejenige 
Fl, 2)= 2° + 93,1(@)2° + 92,1(@)2° + 91,18) 2+ 90,18) = 0, 
für welche verlangt wird, dass in der Umgebung des Null- 
punktes für jeden Werth von x 

ea), Ve, Fee) 
die Wurzeln repräsentiren sollen, die Üoefficienten 


90,0); Pi); 921); 93,1%) 
resp. eine O(4 — I); 1(4 — I); 2(4 — I)"; 3(4 — N) Par- 
tialfunetion 4° Classe sein müssen, d. h. die Exponenten der 
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entsprechenden Potenzreihen respective dieselben Reste nach 
dem Modul 4 lassen, wie die Grössen: 
04—V0); 14-0); 24 —0); 34 —I). 

Ferner wird es ebenso wie oben möglich sein, für jede 
gegebene Gleichung mit constanten Ooefficienten (an anderer 
Stelle wird die Erweiterung für beliebige Coefficienten, welche 
als Potenzreihen dargestellt werden können, gezeigt werden) 
eine Gleichung des vollständigen Systems, welche eben auf 
die obige Weise gelöst worden ist, durch Specialisirung 
der willkürlichen Constanten so einzurichten, dass die ge- 
suchte Lösung darin enthalten sein wird. 


$ 15. 
Gleichung fünften Grades. 
A. Nullte Gleichung des cyklischen Systems; 1 =. 
Es sei nun die nullte ceyklische Gleichung 5t® Grades, 
und zwar zunächst die trinomische 
Fa)=2+ 9ER, 
auf welche Form man bekanntlich die allgemeine Gleichung 
5ten Grades durch die Tschirnhausen-Jerrard’sche Trans- 
formationsmethode immer durch Auflösung einer niedrigern 
Gleichung bringen kann, gegeben, wobei also 
9,0 = Rt 
und die zwei noch übrig bleibenden Coefficienten gewisse in 
einem gemeinsamen Gebiete convergirende Potenzreihen 
p,(2) = 501,50 + Baı,wr + a,’ + -- - 
p,(%) == 00,5% + &o,10.01 + 0,15%"? + Be 
sind; und es sollen die fünf circumplexen Functionen 
fr’); frs'd; Fosa); For?a); forst®) 
einer gewissen Hauptfunction f(x) direct für jedes & inner- 
halb des Convergenzgebietes die fünf Wurzeln der gegebenen 
Gleichung darstellen. 
Aus 
9,(%) = 0, woraus (4) p, = 0 
folgt, ersieht man zunächst, dass alle Coefficienten der ge- 


suchten Potenzreihe, deren Indices durch 5 theilbar sind, 
identisch verschwinden. 
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Ferner hat man 


0 mM m m P 

v 0 m» PM D 
(0) » m 9 m BI +9) =, 
» m m 0 mM 
vy m m m 0 


























EEE WILD, 
0 mı % 
1 _ u—.0; 
( ) Ps pı 0 P p( ) 
Fe Se TR) | 
0 m »| 09.9 
(2) 519, 0 m,|+35 m 0% 3|=0, 
PP, © ID m 0 j 
0 9» 0 2 
Sy 5 5 — (0: 
(3) p, 9 ae 20 
oder 


0) Dtm’ +P3°+pP-+20pP5: (PP +Pr Pr) + 9a); 
Bier Dimension; F = (0 (mod. 5) 


) 
(1) Pi’Ppa + PP + P’Pı + Pi’ P3 + 3PıPaPsPpı + an —=(0; 
4ter Dimension; F = 0 (mod. 5) 


2) Prps + PP + PM +9’ m =; 
ö'er Dimension; G = O0 (mod. 5) 


8) Pt =; £ 
2te Dimension; @ = 0 (mod. 5). 


[Bemerkenswertli ist, dass in der Darstellung der Lösung 
der trinomischen Gleichung 5'° Grades mit Hilfe der Modu- 
largleichungen der elliptischen Functionen (welche Lösung 
zuerst von Hermite gegeben ist, indem er von den Jacobi- 
schen helationen ausgeht und später von Kronecker, wel- 
cher direct von der Substitutionentheorie der algebraischen 
Gleichungen ausgeht) Brioschi schon vor einer Reihe von 
Jahren, also noch ehe unsere allgemeinern Gesetze der cyklo- 
symmetrischen Determinanten und der Zusammenhang der- 
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selben mit den Üoefficienten einer algebraischen Gleichung 
bekannt waren, von Gleichungen ausgeht, welche genau die” 
Gestalt unserer letztern haben. Uebrigens sind dort @(%) 
sowohl, als auch unsere p durchaus keine Functionen von 
x und die Gleichungen werden dort in einem ganz andern 
Sinne gebraucht.] 

Die Berechnung dieser Gleichungen ergiebt: 


8) 0 = (aa, + 030,)2°+ (a, + 0,094 430, + a0) 2 + 
+ (aa A015 + Az + 040114 0 09 + 0,4) XP +: 


(2) O= a,(a,’+a,a,)0’+ [a,’as+az’agt+as’a, + a,’az|e + 
+ 2a, (0,4, + Q30%)] 
+ a4 4+43°a,,+ 03° a9 + a,°a, + 45 Qt az ’ala +: 
+2[9 (0924 a30,)+ 9(90, + 40,) + 
+ a, (0,4, + a3a,)] 


(1) 0 = (a’a,+ @,)0°’+ a,°a7 + as°a, + a3?a, + aı,10 
+ 3a,a, (aa, + Q3Qa,) 
+’: ta’ + aaa + aaa; + as a4: 
+ 3[a,? (a0, + 04,)+ 0°, + 
| + a,°a,a3 + a,’ a, as] 
+ 5 [a,0,Q434y + 0; 09,0, + 4; 0,434, + 
+ 90,4; a,] | 


(0) 0— (a + ,)2°+ Bartay + a + 
+ 20a,?a, a3? + 0,1) &° + 
0, Ba,ta, sata, + Vasar ou 
+ 20 [a,’az’a, + ay’ay a; + 
+ 2a,a,a; (a,03 + a,a,)] 








(Vgl. die letzte berechnete Gleichung mit der am Schlusse 
des ersten Capitels bereits berechneten; s. pag. 42.) 
Aus (0) bekommt man nun für den Üoefficienten von x° 
die binomische Gleichung 5!" Grades 
a,° SF %0,5 1: 0, 


dann aus (1), falls a, von Null verschieden ist: 
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2,5 
ae a? 
darauf aus (2) 
a, RIM 5 
a a $ 
nnd aus (3) 
ee ar En 1,5 
04 ES 


Somit sind die ersten vier a (der ersten Gruppe) berechnet. 
Dann folgt aus den Üoefficienten von x!’ das System von vier 
linearen Gleichungen für die Bestimmung der vier folgenden 
Grössen der zweiten Gruppe ds, dr, ds, Ay, man hat 
nämlich (bei Berücksichtigung der vorhergehenden Be- 
ziehungen): 


(2) a,’as+2a,a,a, + a, 030, B3,10; (-B.0 = 4), 





3.49 
(1) aa, +34 74,0, Dı,1; (Bio — a2 4,0), 
(0) 5a,'ag= Bo,10; (—Bo,u—=21a,°—&o, 10). 


Nehmen wir nun zunächst einen einfachern Fall für die Üoef- 
ficienten der gegebenen Gleichung an: 


9, (@)=901,5%°, also 0 re Ol für dh, 


Pr, (2)— 0,5%”, „ %,0= 015 =, =0 für a>H 


so ergeben sich unmittelbar die Werthe 














e B,,10 SLR By, 10, 2442, Ad 
6 bat ? A. 5a,’ 8 5a,’ 
0,10> ; IR 5a, 
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oder: 
a BRIR. 098 N RAR 
u N a ee ee 
286 0, 
IT. a! 


Wollte man noch den Coefficienten von x!? ın den vier Be- 
dingungsgleichungen ebenso behandeln, so würde man die 
Werthe der vier Grössen 


3 Ay, 27 Sız3 7 Ars 
der dritten Gruppe 


2 9367 ag". 39767 az! 105672. a1? 
Te DB at IT a le 
175398 a," | 

N FE 


erhalten; aber schon in der vorigen Gruppe konnte man zur 
Genüge das allgemeine Bildungsgesetz des Zahlencoefficienten 


p—2 
kl (p — 5A) 


0 
N,= p! B) 





den wir oben in Cap. ll allgemein und in diesem Capitel 
für andere specielle Fälle schon oft behandelt haben, leicht 
verificiren. 

Die Convergenzbedingung ist oben Cap. Il, A, g) für den 
allgemeinen Fall (m = m) bereits angegeben, so dass für 
m =D sich die Bedingung 


Mod. 4 @X < 1 


2? 

a” 
ergiebt, und innerhalb dieses Gebietes der x-Ebene liefert 
unsere Reihe 








1 p) 3 
5 5 1,5 2,5 
MO ln ae la her r zit 
005 %5 05 
2 > 
21 ‚1,5 21,5 
tele Te In Be 


%0,5 .%0,5 
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für jeden Werth von x die fünf Wurzeln der Gleichung 
‚2 +5,50. 2 + 0:0 = 0, 
wenn man in der heihe anstatt x 
ra; (h=0,1,2,3,4) 


setzt, (wodurch die Gleichung offenbar unverändert bleibt, da 
in derselben nur «° vorkommt). 

Hat man die trinomische Gleichung fünften Grades mit 
constanten Üoefficienten 


2>?+ 4.2+4,=0 | 
und will man die Wurzeln derselben durch die circumplexen 
Functionen unserer Reihe darstellen, so braucht man nur die 


Üoefficienten dieser speciellen Gleichung mit denen der obigen 
zu identificiren. Man erhält zu diesem Zwecke 


und wenn man diese Werthe in das allgemeine Glied unserer 
Reihe einträgt, so wird das allgemeine Glied von x unabhängig 











A 
212 Der 
NER Eee EEE 
p 4p—5 er D 49—5 
5 5 
%0,5 A, 


und diese Reihe ist jetzt convergent für den bekannten Dis- 
eriminantenwerth 
©) 
5 


Ao\ 
() 
den man erhält, wenn man in dem obigen Quotienten einmal 


p=rp und einmal p=p—5 setzt und beide Resultate 
durch einander dividirt. 





Mod. se, 


B. Allgemeine cyklische Gleichung; I = |. 


Wir haben oben für die Üoefficienten p (x) der gegebenen 
Gleichung die Beschränkung erhalten, dass ihre sämmtlichen 
Exponenten durch 5 theilbar sein mussten, wenn wir verlangt 
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haben, dass die circumplexen Functionen einer Potenzreihe 
mit Eee Exponenten direct die Wurzeln liefern sollen. 


Bi ren modifieirt sich aber, wenn wir unser 


—I.h 


Verlangen dahin abändern, dass die mit r,  multiplieirten 


her circumplexen Functionen f (r" &) 
(h=0,1,2,3,4) 
einer Potenzreihe mit ganzzahligen Exponenten f(x) die Wur- 
zeln liefern sollen. 
Es sei eine andere trinomische Gleichung 5! Grades 
F,&,2)=2# + 9,1(0)2 + 91,0(2) = 0 

gegeben und es sollen jetzt 

Va Le I rose Slrsa)a rss ans 

08 re) 

einer Potenzreihe 

I[)=-b, +52 +52” + -: +5,80 4 --- 
für jeden Werth von x in der Umgebung von x = die fünf 
Wurzeln der gegebenen Gleichung 

F', (2, x) = Ö, 

die wir /!° cyklische Gleichung nennen, repräsentiren. Dabei 
sollen @,1ı(®) und @,2(%) gewisse in einem gemeinsamen Ge- 
biete convergente Potenzreihen sein. 


Unsre fundamentalen ESSEN GEN haben jetzt 
die Gestalt: 


0 Pı+4 Pır3 Pır2 Pırı | 
Pı+ı 0 Pı+4 Pır3 Pıre 
(0) Dır2 Pırı 0 Dura Prs\|=(—- 1’p,0(e), 
Ppır3 Pır2 Pırı 0 Pıra 
Pıra Pır3 Pır2 Pırı OÖ 





0) Pıra Pırs  Pıra 


Pı+1 0 Pıra Pır3 
1 ” —= (7) & 
( ) Pıra Pızı 0 Pıra ( ) Q\, 1 ( )3 


Pıt3 Pıt2 Pırı 0 | 





x 
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Oi Drra lDera On DaB 
(2) Dr DrRn ONE net Du Dr Ss RUNTER ae 0, 
Pır2 ».Pırı 0 Pıraı Pır2 0 
(3) „| 9 Bea nik Ps |_o, 
| Pırı Ö | | Pı+2 


(Ay SE: 
Oder ausgerechnet: 


(O0 Pır + Pırs + Dita + Pıra —+ 20 p,42Pır3 (Pr Pı+3 + 
Si Pi4aPıte) + 91,0(2), 
1) = Prrı Pıra + Pıte Pıra + PrisPpız un PiraPıts se 
+ 3 PrrıPı22 Pı43Pır — P1,1(%), 

(2). 0 = pr Pı+3 + PrrePıtı a PrtsPıra + PitaPır2 ) 

(8) 0 = PrpiPıtat PırePı43, 

4) 0=p, 
eınd man sieht sofort, dass diesmal die Dimensionen der Be- 
. dingungsgleichungen respective dieselben blieben, dagegen 


änderte sich das Gewicht derselben; anstatt nämlich, dass im 
oberen Falle bei allen Gleichungen 
@ = 0 (mod. 5) 

war, haben wir hier: » 

ins. (0) Dimi— 5; G.==02.(mod.5), 

„4 (12 Dimi=4: G == 41 (mod. 5), 

ea 2 Dis = 32; G=3l (mod. 5), 

ala Dims= 2: G=21 (mod.5), 

AyeDm, ==i1: GL tmoa. Dr, 
(so dass der obige Fall in diesem als specieller für 1 —= 0 
enthalten ist). | 

Dieses Gesetz bleibt offenbar bestehen, auch wenn man 

es nicht mit der trinomischen, sondern mit der allgemeinen 
Gleichung, wo keine der g (x) identisch Null ist, zu thun 
hat. Selbstverständlich ist es auch, dass dasselbe nicht bloss 
für n=5, sondern für ein allgemeines » stattfindet. 
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Ist aber eine Gleichung gegeben, in welcher die Coeffi- 
cienten gewisse Potenzreihen v(x) sind, deren Exponenten 
den obigen Gesetzen für keinen der Werthel=0,1,2,5,4 
gehorchen, so ist es im Allgemeinen nicht möglich sämmt- 
lvsche Wurzeln durch die mit rz'* multiplieirten circumplexen 
Functionen 5” Classe f (r"x) darzustellen, wenn f (x) eine 
Potenzreihe mit ganzen Exponenten sein soll. — Dagegen 
bleiben für diesen Fall noch folgende Möglichkeiten: 1) Ent- 
weder erreicht man das Verlangte mittelst einer Substitution 
x# = y durch Cofunctionen einer Potenzreihe mit gebrochenen 
Exponenten. 2) Oder man ändert das Verlangen dahin, dass 
anstatt einer Hauptfunction mehrere treten; so dass n, cır- 
cumplexe Functionen einer Hauptfunction f, (x) n, Wurzeln 
und zugleich n. circumplexe Functionen ns Classe von f, (&) 
n, Wurzeln ete., bis etwa n, circumplexe Functionen nz Classe 
von f(x) n, Wurzeln für jeden Werth von » liefern, wobei 


N Ne en N 
ist. 3) Oder endlich, man lässt beide Modificationen zugleich 
gelten. Im Folgenden werden einige Beispiele behandelt 
werden. | 


C. Erste cyklische Gleichung; 1=1. 
Es sei jetzt speciell die Gleichung 
>? + Daırtz + oo —=0 


gegeben, wobei also p, (x) eine nullte Partialfunction [eigent- 
lich eine Öonstante; man kann sie als nullte Partialfunction 
5er (eigentlich einer beliebigen) Classe betrachten, in welcher 
alle weiteren Coefficienten identisch Null sind, da die funda- 
mentalen Gesetze der Oofunctionen über die weiteren Üoeffi- 
cienten nichts Näheres bestimmen] und 9, (x) eine 4'° Partial- 
function 5t® Classe (eigentlich einer beliebigen Classe), deren 
weitere Coefficienten identisch Null sind; während in den 
übrigen 9,(#), 95(&%), 9,(x) alle Coeffleienten identisch ver- 
schwinden. 

Aus dem obigen allgemeinen Schema in B. ergiebt sich 
sofort, dass man es hier mit der ersten (= 1) eyklischen 
Gleichung zu thun hat, deren 5 Wurzeln durch 
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f(x); r, f(r, 2); Beer); 7 1,38); vr f(rs?%) 


einer Potenzreihe f(x) mit ganzen Exponenten in der Um- 
gebung von £—= (0 repräsentirt werden. 
Die Bedingungsgleichungen sind diesmal 


() 0—= pm’+p?+pP?-+p+20p,P,(P3?Pı+ P0?P3) + %0,0; 
1) 0 pPps+P3’Pot Pı’P2t Po’Pı t3P2P3PıPo — Ara@, 
2) 0=P’PpFt Ps Pat Pı Pot Po'Ps, 
8) 0= Mt PP: 
(4) ri 
Ein Blick auf die Construction der Gleichungen zeigt 
zunächst, 1) dass in (3), in welcher = 2 (mod. 5) ist, nur 
ein einziges Glied vom kleinsten Gewichte 2 vorhanden ist 
und zwar das Glied »,p,, so dass die Reihe anfangen würde 
Rue 
woraus sofort folgt a,a, = 0. Ganz ebenso folgt aus (2), 
in welcher @ = 3 (mod. 5) ist, dass zum ersten Coefficienten 
von x? das einzige Glied p,:p, beitragen kann, und aus 
(= aa + --- 
folgt wiederum aya, = 0. Dagegen würde die Reihe (1) 
lauten 
0) —,(4,.0% 55 01,4) T — 25 
Der Gleichung (0) sieht man es sofort an, dass sie kein. 
einziges Glied vom Gewichte 5 besitzt, so dass sie lautet: 


= (+ 0%) Tr ApE" +; 
da nun &,o von Null verschieden vorausgesetzt wird, so ist 
il, 
und es muss daher ausser a, = (0), (übrigens a,54ı = 0, wie 
aus (4) folgt) auch 
nnd dl) 

sein. 

Würde man, ohne jede Ueberlegung, die gesuchte Reihe 
vorläufig in der Gestalt 


fd) u te ++ *-- 


H. ScHArıkA, Cofunctionen. TI, 2. 11 


162 Abschnitt VII. Capitel IV. $ 15. 


ansetzen und die obigen Gleichungen ohne Weiteres berechnen, 
so würde die einfache, aber ziemlich mühselige Rechnung 
zeigen, dass nicht bloss aus den Grössen der ersten Gruppe, 
ausser a, nur noch a, von Null verschieden ist, sondern, 
dass auch in der zweiten Gruppe ganz analog 


seven, =0 SEN 


sind; so dass die Rechnung diesmal eine unnatürliche Com- 
plication enthalten würde, die sich erst hinterher als über- 
flüssig herausstellen könnte, indem in allen diesen zu berech- 
nenden Potenzreihen alle Glieder, in welchen obige Grössen 
enthalten sind, verschwinden und die Reihen ganz bedeutend 
einfacher werden. co 

Durch eine einfache Ueberlegung können wir uns aber 
diese Mühe systematisch ersparen. — Da nämlich das absolute 
Glied in diesem speciellen Falle von & überhaupt unabhängig 
ist, so würde dasselbe eine nullte Partialfunction 5! Classe 
einer Function von %: bleiben, wenn wir z!=y setzten. 
Die Gleichung 

2’ + 5a1,1y2 + Ry,0 = 0 

würde aber nach dem Öbigen als eine 4! cyklische Gleichung 
(= 4) aufzufassen sein, so dass’ die fünf Wurzeln derselben 
durch 


fr); 5 (9); 15 2105297, 1; (r,°y); oh, (r,'%Y) 


einer Potenzreihe nach ganzen Potenzen.von % 


Wen taytma Pay: 
in der Umgebung von y= 0 dargestellt werden könnten. 
Setzt man also wiederum y=%!; a) = 4, und bedenkt, 
dass a,, oder a, jedenfalls nur in der 5! Potenz in der 
Bedingungsgleichung (0) zum ersten Male (in dem Gliede, 
welches zur definitiven Bestimmung von a, wesentlich beiträgt) 
auftritt, so dass die Substitution von r7,”a, anstatt a, keinerlei 
Einfluss haben kann*), so können wir in unserem Falle die 


*) Aus diesem Grunde hindert der Umstand nicht, dass oben 
15 "f (v2 x) die Wurzeln darstellen, während wir hier die Repräsentation 
durch vr fi (r% -y) besorgen wollen. — Es ist dieser Umstand übrigens 
der erste, der uns eine Gelegenheit bietet, die Zweckmässigkeit der sonst 


Abschnitt VIIL. Capitel IV. $ 15. 3 163 


gesuchte Potenzreihe von vornherein als nullte Partialfunction 
4er Ölasse voraussetzen, so dass dieselbe lautet: 


f)—=-a+a, ta +0,20"? ta, ta, 4 -.-, 


so dass unsere vier Partialfunctionen fünfter Classe, welche 
uns interessiren (es ist ja p, = 0), als subordinirte Partial- 
funetionen, eigentlich als solche 20! Olasse auftreten: 


DB —yt age" Hape +, 

PD = P2 = AyE’t ayE? + ag”: ., 
P=P3 = a® + aa" tage +. 
Miu ya tray raus tr... 

Setzt man jetzt diese Werthe in die obigen Bedingungs- 
gleichungen ein, so erhält man dieselben in solcher Gestalt, 
dass aus jedem Üoefficienten derselben wirklich alle Coefh- 
cienten der gesuchten Reihe bestimmt werden, welche zu der 
entsprechenden Gruppe gehören. Man hat nämlich (wenn 
man die Gleichung (1) durch x*, die Gleichung (2) durch «° 
und die Gleichung (3) durch x'!? dividirt, was offenbar erlaubt 


ist, da die Gleichungen auch für £ = 0 befriedigt werden 
sollen) 


0) 0— (a +00) + (la + 5a! + 20a? aaa + 
Satan t Wa an ta’ dartay-t 
as en 


— 2 dy (sg (a, dy Oag + a, Ag y9)] 


in EEE 


scheinbar überflüssigen n-Deutigkeit unserer Lösung darzulegen, welche 
darin besteht, dass zur Bestimmung eines der Coefficienten immer eine 
binomische Gleichung ne Grades auftritt. Wir werden später noch Ge- 
legenheit finden, von dieser Bemerkung nützliche Folgerungen zu ziehen. — 
Ueberhaupt werden oft solche einfache Ueberlegungen die in der ganzen 
obigen Theorie nöthige complicirte Rechnung, wie wir später sehen 
werden, sehr vereinfachen. Hier kommt es uns aber mehr darauf an 
zu zeigen, dass unsere rein formalen Rechnungen ohne jede Speculation 
zu denselben Resultaten führen, wenn auch manchmal nicht auf dem 
kürzesten Wege. — Die Complication macht aber dann in der Regel 
selbst auf die nöthige Vervollständigung der Methoden aufmerksam. 
i12 
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1) 0= (aa, — Mu) 
(Maut as at ara, + a0 1 
| +3(Qy° 39,0, + 0, @, Ag ya) 
3 
AA Qy?Aga + Ag? Qgg + Arzt 
+ I + 3(ay?ag 5, 4 ag” AyoQg + Ag Ag t at: 
\ 2 
+ 4,°0344,,)+ 6aya2a, 
2) 0= a(a?+9a)-+ 
2 
<t (= Ast Ay Ay + Ay ya + Aı2Q, 5 2 4 
| + 2a,a,03,+ 24, 4güt3g 
2 
og Ast aA + AA + Qt 
fr + aa + aa, + 
+2[a, (040444 9a + @20 Aas) + 
+04 (412%32 4 Gy0 4) + Qg 012005] 
8) 0= (a01954 4,5) + (Ay A332 Q4Q35 QyQy4 4075 0y0) 2° 
+ (A455 +0 4945 4 @5044 4% 2449 4 @20@32 + 42425 )8 + 


Durch das identische Verschwinden der Coeffieienten von 
x’ erhält man aus 


am... 


&14 
0) ta — 0; GO FE re 
2 3 
ar ri 
(2) her a? (3) er: 


Dann liefern die Üoefficienten von x?’ aus 








6 
21 2 014 78 “ia 
(0) ar TE PRUB, (1) day, = a? 
8 
2 187 81,4 286 %1,a 
[4 ERD: x oO a y 
2) as ER A 9 (8) 8 RI 


Man erkennt sofort das obige Bildungsgesetz für g>1: 


g—1 
Llea+1-5» 
0 


ENTE Fre 


Die Convergenzbedingung ist wiederum analog wie oben 
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Mod. 41 (I) < 1 


? 


so dass, wenn man die Lösung einer Gleichung mit constan- 
ten Coefficienten 
2?+4:+4,=0 
durch die obige Lösung ausdrücken will, dieses wiederum nur 
möglich ist, wenn 
ER 


"a 


D. Zweite cyklische Gleichung. 
—=D, 
Hat man ferner die Gleichung 
2? + DaısX’2 4 au =0, 


so wissen wir, dass die Wurzeln durch die mit 5 


ist. 





—d, 7 « 
" multi- 


plieirten eircumplexen Functionen 5!“ Qlasse aus der Oten Par- 
tialfunction 3er Olasse 


fa) Ha ++ a ana: 
dargestellt werden. Berechnet man, analog wie oben, aus 
Mn ta + ap +: - 
pP = + ae tage +. 
Bent taz” +: 
2, = aa Hay tape? 
die Bedingungsgleichungen 
A u ME ee (PP tPıPı)-+ 8,0; 
Dim. =5; G=0 (mod. 5), 
1) 0 = mp H+Pp’P tP’Pı + PP: T3PPı Pa — &u3: 30°; 
Dim. =4; G=3 (mod. 5), 


m. 


2) = m Mt’ m tr’ + Pı’P3 ; 
Dim. =3; G=1 (mod.5), 

8) 0=MPı tt PıPz ; 
Dim. =2; G=4 (mod. 5), 

(4) 0=P : 


Din.=1; G=2 (mod, 5), 
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so erhält man nach Division der Gleichungen durch gewisse 
Potenzen von x? aus den Üoefficienten von x° 











1 
in (0) OF 200; (1) N: ; 
ha 3 s Pr, 
a 
dann aus den Üoefficienten von x" 
>) & a 

in ) on =— — En (I) a, — eb 

187 &,3 286 &,3 

MP oem er ar 


etc. Das allgemeine Bildungsgesetz für g > 1 wiederum: 


. gl | 
le+:1-::9 : 
EN 


} 1533 
» + N! ee 
Convergenzbedingung: 
Mod. 4 (=) < 1; 
0 





für constante Coefficienten daız32° = A,; &%, = A, ur gil- 
tig, wenn 


E. Dritte eyklische Gleichung. 
a 
Für die Gleichung | 
i 2? + 50,202 + wo =) 


ARE R 
liefern, ganz analog wie oben, die mit vr," 


multiplicirten 
A 
(v3 x) aus 

(= tn” + ga: 
die Wurzeln der Gleichung, wobei aus den Bedingungsglei- 
chungen 
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0) (= p’+p’+Pp’+p? +20 pP, (Pi? Pı + P2?Po) + %o,0;5 
Dim. —=5; G=0 (mod. 5), 


) 0=m°’Pa + PP + P5°Pı + PP +3PoPı Pa Pı — &ı22?; 
Dim. =4; G=2 (mod. 5), 


2) = tr’ m tPp’Mm HP ; 
Dim. —=3; @G==4 (mod. 5), 

8) = mp tPP, | @ 
Dim. = 25° @== 1.{mod. 5), 

4) 0=» ) 


Dim. =1; G=3 (mod.5), 


die « Gruppenweise durch das identische Verschwinden der 
Coeificienten von x, x!°, x, etc. resp. bestimmt werden: 





1 2 3 











er rn 2 01,9 27.2 
al ae er A TE ns etc. 
a1 [2 . 
[:| (det. = 2-5) 
a = 2 für >] 
N AN TEENL Er 


Dieselbe Öonvergenzbedingung wie oben, so dass für con- 
stante Coefficienten die Lösung wiederum nur giltig ist für 


=) 
Mod. (Ay a 
4 
FE. ‚L=4 


Für die Gleichung 
2? + 9122 + 00 — 0 

liefern 

fo nt tee ee: Tee) 
aus der vollständigen Hauptfunction 

fd) tue ta tg +0. tt 
die Wurzeln der Gleichung. Die « werden gruppenweise aus 
den Coefficienten von x°, x!, ©°, etc. der ausgerechneten Glei- 
chungen 
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(0) 0=m’+Pm?+P°+23°+20p,P2(Po°P2 + P3°P,) + 80,0; 
Dim. —5; @== 0 (mod. 5), 


Ad) O=Mm’P-+Pı’Ps + Po?Ppa + P3’Pa + 3P,Pı Pa Ps — 118 ; 
Dim. =4; G=1(mod.5), 


2) = Rt AOtP PB tm ; 
Dim 3; 2G = 2-4(m0d.b); 

8) = MPstPıP: | 
Dim. 2; 7G == 3.(m0d,5), 

0, - 


Dim. —=]1; G=4 (mod. 5), 
welche dann lauten 
(0) 0= (ap + 80,)+ (a) +90, + 20a,” a, a?) + 


(ta’+3a'a,+da:an 10a’ a,’ + Kei 
1420 [0”03°@,-+4,?43”454-20,0,Qy(Ayd7 424; )] 


1) 0=-a’a — enı)+ 
+(°a, ta az taz’, + 30,0, (apa; +0,a;))o°+ 
+ a ta’a tat Q°a, + Aa 
+3 (a0 a @0 +04; at 1? a3 a5 Ay? ap a; 
ta) 
+3[a,a; (&,a,+434,) +a,4,(aya,+ a a5)] 


(2) O—= ala +agaz)+aya7,ta, a, tay’az+az°a,\a°+ 
+2 (0, 0,0,+ a,a, q,) 

+40, ,+0, a0 +ay°as+az3°a,+4z°a,+ er, 

+a,°a,+2[0 (a0, +0;07)tHa (a FAR) 

+ a,(a,a,+a,0,)] 


(3) = (0,43 +4, 4,)-+ (Qu + Q, 0, + 0,0, + 03 Q,)&° + 
+ (9 4134 0 %2 4030114 93 Qı0 + Asa ta, a7) + - 
(4) 0=a,+ Ay x Ay LES 


bestimmt werden: 
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Her-i 5) Mi 


Bir il 


DU 


dg = 


Die Convergenzbedingung ist wiederum dieselbe wie oben; 
und somit die Lösung für constante Üoefficienten nur für 


EN 
Ne) 
siltig. 
Die Entwickelung dieser speciellen Fälle wird uns in den 


weitern Abschnitten zu sehr einfachen aber nützlichen Be- 
merkungen führen. 


= 


s 16. 
Allgemeinere Gleichung 5" Grades. 

Wir haben oben in zwei Beziehungen die p(x) als ganz 
specielle Fälle angenommen, erstens, dass 9,(&)=0; 9,(2)=0; 
9,(2) =0, so dass eine trinomische Gleichung nur zurück- 
blieb, in welcher nur 2° und z auftreten, und zweitens spe- 
cialisirten wir die noch übrig bleibenden Potenzreihen 


p,(2) und 9,(%) 
so, dass die Anzahl der von Null verschiedenen Üoefficienten 
in denselben auf ein Minimum sich reducirt; nämlich in jedem 
p(x) blieb nur ein einziges Glied von Null verschieden. 

Mit der Frage über die Anwendung unserer oben ange- 
deuteten Methode: in jeder dieser Functionen noch eine ge- 
wisse Anzahl von Coeffiecienten unbestimmt zu lassen und 
dann in der Reihe die Bestimmung so zu treffen, dass der 
Convergenzkreis erweitert werde, wollen wir uns in den wei- 
tern Abschnitten beschäftigen. Hier wollen wir dagegen vor- 
läufig die noch unberücksichtigt gebliebenen, anders gebildeten 
trinomischen Gleichungen, in welchen ausser 2° noch eine 
der Potenzen 2°, 2°, 2? stehen bleibt, behandeln. — 

In dem letzten dieser Fälle ist die Summe aller Wurzeln, 
(also p,, wenn die Wurzeln durch »5 "" f(r5&) repräsentirt wer- 
den Sollen) nicht Null und dadurch scheint sich die Rechnung 
mit unsern Determinanten wesentlich zu compliciren; indess 
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lässt sich die complicirtere Gestalt der Gleichung dadurch 
vereinfachen, dass man die Resultate einer jeden in die vor- 
hergehende zweckmässig einsetzt. Die scheinbar sehr ver- 
wickelten Ausdrücke, welche man bei der wirklichen Berech- 
nung unserer Determinanten erhält: 


(0) Dp)=pm’tP’TPetrP?’ +2, 
—5(P’ PP +-Pı’PsDı+ Po’ Popı+P3’PapıtPı°PoPs) 
x [PP Ps+ Pi? PoPs+P?Pı Ps+P3°Popı a >pıP3]| 
+59 HD PD HDD PL HPPEDEHPıP0P?) 
+5 [pop pP P°+PP1 PHP 3po Pr" +Pıpı Pr] 
—dPpyPı D2PyD, = — 98), 

(1) D® (2)=5|p0° — pP, — pP, — PP, — pP; — 3Po PıPa 

— Po Pa P3] 
+5 [p,?9,° +p°p°+ 2 (Pi? Do Pst P2’ Po PıtP3"Pops 


HP ,"PoPa)] 
— PP PP = Pı(%), 


(2) DO (p)=5[29?— 3PPıPa —3PoPaP; 

+ PHP mp3’ PP 9)=— 92%); 
(8) D9(p)=5129?— PP, — PP] = 9; (X), 
(4) D® (P)=IM —=— 9,(%), 


ordne man nach steigenden Potenzen von p,, in der Gleichung (0) 
addire und subtrahire 15p,P, P3Psp,, ebenso in der zweiten (1) 
den Ausdruck 15p,P,P;p,, dann wird man die Gleichungen 
schreiben können in der Form 


() 0=Pp’+PP’+P’+P,? 
+5(PıPı —PaP3) (Pi Pe —PrPL —PsPı + P3Pı)+ Po (®) 


+5, |(PıPı +P2P3)” 
— (Pi Pat Po’ Pat P3’Pı + P4°P3 + 3PıPaP3Pı)] 
+5P0 (Pı P3+P2’Pı + P3°Pı + Pr P>) 2 


—5p,° (PıPı + PP) 420°; 
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(I) 0=5[(p’pa+P3°Ppı+Ps’Pı+P°Ps+ 3PıP2P3P4) 
— (P, Pa + P3P3)’|+ 91 (%) 
— 109, [Ppı?P3 + P3°Ppı + Ps’ Pı + Pr’ P2] 
+ 159,°(P1 m + Papa) —5P0; 
2) 0=5[p’ PB +’ PM Pt PP) + 92%) 
— 159, (PP P>P,)-+1020°; 


(8) 0=5(PıPpı+P3P3)+ 95(2)—10p0°; 
(H) 0=p,@)+9P- 

Daraus erhält man die Gleichungen in einer Form, in 
welcher die linke Seite [bis auf einen geringen Unterschied 
in (0)] ganz ebenso wie in jenen einfachen speciellen Fällen 
construirt ist, und nur in der rechten Seite erscheinen etwas 
complicirtere ganze rationale Functionen der (x): 
Gm. 

N Kane 
(8). PP +P.P; = az eg 2 ; 
2) PP tPPp +P’PıTt PP 

___ 9el®) P3(@) 94) 94 (@)? 

am gm ver MT 


5 





L) 


(1) 29°P2 + PP P3’Pı + P4’P3 + 3PıPaP3Pp, 


9, (&) P2(l2) Pula) | P3(@)? 2 PX)? 
:, +2 5 5 FE a er 








eu 7 94 (x)* 
54 ) 
Von > --9,° 
—5(9 9 — PaP3) (Pi P3 Pr Pı — 23 24 He °P;) 
= 9) lR)- a — 9, (8). .. ME 1 9,(R)- u 


5 

asıtor \ 

Wir haben hier die Fundamentalgleichungen für den Fall 

— () auf die einfachste Form gebracht; es leuchtet aber von 

selbst ein, dass man für den allgemeinern Fall =! die ge- 

wünschte Form aus der obigen erhalten kann durch Substi- 
tution von 
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Pıti anstatt Pi 











und 
Pi) »  Prl@)- 
Es ist somit allgemein: 
(«) 
(4) m 
p,, .. p,, ni 
(31) PıHı Pıra + Pıt2 Pı33 = AR. 4 2- 


(2) PitPı4s + PifePıtat PPrtsPıtat PiraPıre > 
ES Br Die 9 p\,, nn en & 4 Be 


(1) PD) 11 Dino PIE Du, = P/13P;11 Sr Pr} 1aPıa3 ur 














Dr) 51%) I, (®) 

Bus e  1En Fu bei nn +2 3 3 a. 
m, 2 )° Q,, (x) 97, (x)? 1, w)‘ 
an myeR, umge 


(0) Pate trau tPpu PHP 2i42Ppi)>< 
x (Pr Pr4s  Pi4ePıı — Pi4sPıyat Pr aPı 4) 


= ter 


ix a (x)? p, En 














+ 91,3(8)- 


Ein Blick auf’ diese Gleichungen zeigt, dass dieselben 
linker Hand der Reihe nach Fol sten und Ge- 
wichte, respective Minimalgewichte der Anfangsglieder ihrer 
ausgerechneten Gleichung besitzen 
(4,) Dim See 12 Memo es iin, le 
(31) Dim. =2;  G=2l (mod.5); 

(2,) Dim. =3; G=3l(mod.5); 
(1,) Dim. =4 G=4/(mod.d5); 
(0,) Dim. =5; G=0 (mod.5); 
Das Minimalgewicht des jedesmaligen Anfangsgliedes wird 


ım Allgemeinen durch den Rest, den die Grössen 21, 3l, 41 
respective nach dem Modul 5 liefern, bestimmt. 
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Nehmen wir z. B. Z=4, so werden die Gleichungen 
lauten: 





























(4) m=— in 
EEE ln EM 
2) PoPpatPpı’ Pot PP + PP, = 
BER 2 Se an Rn 
(1) Bm tPP3tP°Ppo + P3°P2 + 3PoPı 229; = 
ken en at ln 
q RL, (x) en 17 a 28 


rer 20200 Do 
—5(MPs- 2105) (0, 9-0, 9 9919 9)= 








(x) 2 
—=— 90@)+ P41l@) = pl) zus 
a 2, A 2 : 
Hierbei sind offenbar der Reihe nach 
G = 4 (mod. 5), 
G=3 (mod. 5), 
G=2(mod.5), 


G=1 (mod. 5), 
G=0 (mod.D5); 





PR) . 
so dass = im Allgemeinen die Gestalt haben muss: 
P4A (X) 
Farm 04%: + 090’ + a,ur!-t .--, 
und somit 
P4,1(@)? 


= = 0° -+20440492'°-+- (02 ot Zeus, u)a +: 


Die linke Seite von (3,) fängt mit dem kleinsten Expo- 
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nenten 3 an; der Coefficient von &£° besteht aber aus einer 


{ 2 % 943%) 
Summe zweier Glieder (a,as+4,4,), so dass für —— nur 


die Beschränkung vorhanden ist, dass es keine Exponen- 
ten besitzen darf, welche nicht congruent sind 3 (mod. 5); da-- 
gegen ist keine Vorschrift vorhanden, welche Exponenten sie 
etwa besitzen müsste, so dass sogar ungehindert alle CoefS- 
cienten identisch Null sein könnten. 

Ferner fängt 9,.1(@)’ mit a},«'” an und 94,5(8) - Pal) 
im Allgemeinen mit «43,1%, während die linke Seite zwar 
mit x° anfängt; indess entsteht auch dadurch keine weitere 
Beschränkung für Q4.(X), als dass diese Potenzreihe keine 
Exponenten besitzen darf, welche nicht congruent sind 
2 (mod. 5); sie könnten aber auch alle Null sein, da das Glied 
mit x° linker Hand aus einer Summe besteht a,a,—+a,’ay, 
woraus, wenn es Null sein soll, nur eine Relation zwischen 
Ag; Ay, A, entstehen würde, die durchaus in keinem Wider- 
spruch mit derjenigen, welche sich etwa aus (3,) ergeben 
könnte zwischen «a,, @,, @,, d3, Stehen kann. 

Dann fängt gy.ı(@)! mit a} ,2'° an, 945(%) - P41lz)” im 
Allgemeinen mit a4; - or RL und 94,3(%)? mit 075% und dann 
P412(X) - Yaılz) mit @45 + @41X°, während die linke Seite ein 
Glied hat, welches schon mit x! anfängt und zwar a,’a,«!. 
Sollen nun a, und a, von Null verschieden sein, so muss für 
p41(x) ausser der Bedingung, dass es keine Exponenten be- 
sitzen darf, welche nicht congruent sind 1 (mod. 5) noch die 
Vorschrift bestehen, dass mindestens der Coefficient von x! 
von Null verschieden sein muss. 

Dann ist endlich das Anfangsglied von 94.4(2)’, bis auf 
den Zahlencoefficienten, a} ,«?°, während 9,,5(2) - P4.(#)? mit 
043 . 07,8”; 94,2 (x) -Q1A [00)% mit 04,2 . 48 und Q41 (X) -D44 (x) 
mit @4104.%° anfängt; dagegen ist in der linken Seite ein Glied 
vorhanden, welches mit a,’x° anfängt. Soll daher a, von 
Null verschieden sein, so muss in @40(x), wo kein Exponent 
vorkommen darf, welcher nicht durch 5 theilbar wäre, noch 
mindestens «jo von Null verschieden sein. ; 


Nehmen wir dagegen =35 an, so nehmen die Glei- 
chungen die Form an 
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1 u, 
(35) Dip, bh wen +2 Adınn 
(23) PrPıtPoP: Va Die 

rs RN DR ee 2 


(3) 2° Po F2o°D, + PP + P9°’Pı +3 PP Pı a >= 








EN are da HER Bu 9 = 2 (%) an = N a 
93,3 @) 93 ya 935 uw)! 


— 1 





HT, 


Un: DR 
== DR) WB HM - I Dt DM) 








SR er ;) P3,1(&)? 
Ze tDs, o(X 93,2 (x) r 52 
en, a 93 ih er 
-E 93,3 5% 55 








Soll a, von Null verschieden sein, so muss die dritte 
Partialfunction 5!" Classe 93.(x) mit dem Gliede a?) x? an- 
fangen und das Quadrat desselben wird [«®)]’x°; da aber die 


Gleichung (3,) linker Hand ein Glied besitzt, welches mit a,a,& 
anfängt, so muss, wenn «a, und a, von Null verschieden sein 
sollen, in der ersten Partialfunction fünfter Classe @3,(x) der 
en des Anfangsgliedes «a x von Null verschieden sein. 


Ferner fängt dann 931 (x)? jedenfallsmika? und 93,3(2)-93,1(%), 
wenn die obige Bedingung erfüllt ist, mit x! an. Aber da 
die linke Seite von (2,) mit a,(as? + a,a,)&* anfängt, so 
könnte auch ,=0 und somit «) = (0 und dabei a, zu- 
gleich von Null verschieden sein und es wäre doch für @3. (x) 
keine andere Beschränkung, als dass kein Exponent darin 
vorkommen dürfte, welcher nicht congruent wäre 4 (mod. 5); 
wohl könnte aber «{) = 0 sein. 

Die linke Seite von (1,) hat das Anfangsglied a,’a,x?; 
in der rechten Seite sind es nur die zwei Functionen 933 (x)? 
und @31(2), welche ein Glied mit x° besitzen können, alle 
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übrigen beginnen mit höheren Potenzen. Es muss somit 
entweder 2, = 0 sein, oder es muss in der zweiten Partial- 
function 5! lasse @3,(x) der Üoeffieient a‘, von Null ver- 
schieden sein, wenn nicht a, = sein soll. 

In (0,) hat die linke Seite ein einziges Glied a,’x’, wäh- 
rend rechter Hand nur in 930(x) ein solches Glied noch vor- 
kommen kann. »oll daher a, = 0 sein, so muss @50(2) mit 
od) anfangen; bei allen hier als Beispiele angeführten Schlüs- 
sen ist natürlich vorausgesetzt, dass die verlangte Potenzreihe 
nach ganzen Potenzen fortschreiten soll. Wir werden in den 
weitern Abschnitten uns das Problem stellen eine systematische 
Methode aufzufinden, nach der man auch die weitern Be- 
schaffenheiten dieser Potenzreihen direct auf ähnliche zahlen- 
theoretische Untersuchungen zurückführen könnte. 


Sure 
Andere specielle trinomische Gleichungen 5‘ Grades. 


In dem speciellen Falle der trinomischen Gleichung 
5ien Grades können somit ausser dem oben analysirten Falle 


d) 2° + P,1l@)2 + P1,0(X) = 0, 
auch noch die drei andern Fälle 

a) + 9,28) 2 + pula)=d, 
b) 2° + 91,3(&) 2° + 9,00%) = 0, 
€) 2° + Pıal8) 2° + Pol) = 0, 


direct aus dem obigen allgemeinern durch Specialisirnng der 
p(x) hergeleitet werden. 
a) Hat man z. B. die Gleichung 
2? + DAg50° 2? — 40,5%? == 0; 
also = 0 und 
9,a)=0; 9aR)—=0; 9a) = 58; 


9,@)=0; YulX) = 40,50, 
d. h. es sind 


(4) =, 
8): PR FRB—0) 
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2) PB tPP tr’ mtr mp =—Rr5R, 
Ad) 2’ tP’D tP’Pı tP’P +39 mp0, 
en 5 E02 0 
—5(PPı—P2P3) (Pi P— Pe M—P’ PHP Pe) — As. 


Setzt man in der Gleichung (— x) anstatt «, so verwan- 
delt sich die Gleichung in 


2 — DAgsx°2? —— Ao,5 a —= 0; 


da aber die Gleichung in der Umgebung von & = (0 inner- 
halb eines gewissen Kreises für jeden Werth von x befriedigt 
werden söll, wenn 2=f(x) gesetzt wird, so muss die Glei- 
chung auch für f(— x) innerhalb jenes Kreises befriedigt 
werden; es muss daher .f(— x)? = — f(x)? sein: d. h. f(&) 
muss eine ungerade Function von & sein, oder in unserer 
Sprache: f(x) muss eine erste Partialfunction zweiter 


"Olasse sein. (Die directe Berechnung ergiebt dasselbe Re- 


sultat, nur auf etwas umständlicherem Wege.) 


Es ist also ausser 9, = 0 noch durch die Gesetze der. 
simultanen subordinirten Partialfunctionen (I. Abschnitt; vgl. 
Vortr. d. Verf. zu. Baden 1879 III und Vortr. zu Salzburg 
1881 $ 1, E) bekannt, dass unsere Partialfunctionen 5ter Classe 


Ps1, P52, P53, PA 


aus einer ersten Partialfunction zweiter ÜOlasse eigentlich 
Partialfunctionen 10! Classe der ursprünglichen Hauptfunc- 
tion sind und zwar müssen sie in unserem Falle auch nach . 
der Partialisirung nach : (mod. 5) noch erste Partialfunctionen 
2er Classe bleiben, so dass die Exponenten & zwei Üongruenzen 
zugleich befriedigen müssen, nämlich: 


e= 1 (mod. 2), 
e=t (mod.5). 
Da nun 2 und 5 jedenfalls relativ prim zu einander sind, 


so ist die simultane Befriedigung immer möglich. In der 
That hat man resp. 


Pıo,153 Pı,7; Pı,3; Pı0,97 
also: 


H. ScHAarIRA. Cofunctionen, I, 2. 12 
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pP, = Aı% + NE —- en +. = Pn,1; 

mn tae tage" pn 

BB =; a0? age”. = Ps, 

24 = Ag0 + AgE!? + Ag” + —= 90,9, 
in welchen sich jetzt die Ordinalindices paarweise zu 10 er- 
gänzen, anstatt dass sie sich sonst zu 5 ergänzten. Da die- 
Exponenten so schnell jetzt steigen, so werden schon die 
ersten drei bis vier Glieder ausreichen, um die gesuchten 
Uoefficienten bis zu einem bedeutend hohen Exponenten be- 
rechnen zu können. — Die obigen Gleichungen nehmen die 
Form an: | 


(0) 0=(a?’+4,)20°+ 
ar la?’ + 5la ta, — a, °a3,%-+ Qa,°Qa3 a-)] xlöL... 


(1). 0=a;,(a3’+a,?a,)2’ + 


| 

















+a3°a,, +30, a,4a,4,] 
2) 0=(a)?a3 4 4,5) + [aaa tat ara, | x'’-+--- 
+2a,aya,,] 
3) 0=(1%+a30,)2 Ha ap ta 2°. 
+ A307 + 347] 
Aus dem Üoeffhicienten von x° erhält man 
. 0 & a ® 2 Ag; 
in 0) a ne Aosur, NELR) GERNE IR, 
aus den Coefficienten von x! 
N das £ a! 
in) 9 --; m) 
aus den Coefficienten von x! 
: I. 03° . 28 a3° 
in (0) ne in (2) ee FR ) 
und aus dem Üoefficienten von x? 
i 117 7a, e 151 u 
ind) a4, BET RE in (8) a9 = E a; ) 


etc. etc. 
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Hier sind die Gruppen zehnter Classe; zur ersten Gruppe 
. . AKT, . 
gehören die Grössen q,, 43, 47, Qy; Zur zweiten @,}, dyz, An Ayo; 
zur dritten Qs,}, @93, day, Gag etc. Das allgemeine Glied hat 


die Form 
g—1 


[| eı+1- +» 
& 


! —l 
qg: a? 





und die Reihe ist convergent für 
Ay? 
Mod. x! =, Mod. = nn 
Es ıst nämlich auch hier der Quotient zweier aufein- 
ander folgenden Zahlencoefficienten Na ,111: Nayrı der Partial- 
function 10! Olasse ein endlicher Ausdruck von g, und 
zwar besteht wiederum sowohl der Zähler als auch der Nenner 
aus je vier linearen Factoren nach gq, so dass man wiederum 
Zähler und Nenner durch g* dividiren kann: 
NH _ __BIHNRLIHNS< BI -NBIHN:3 


No.Hı HN) r2DI>x<(a+(d+5) 
u erser dee der)> 
(+ )G+)=(+)G+)) 


und wenn man zur Grenze q = © übergeht: 








me 3 
ee) 29-1 


Für eine Gleichung mit constanten Üoefficienten 
2?-+4,2?+4A,=0 
hat man nur die Werthe 
As — 5,5 2 o = ho,5 a 
einzusetzen und man erhält die fünf Wurzeln durch die obige 
Reihe, so lange die Bedingung erfüllt ist: 
As ) 
5 N 
Mod. —; — < (— 2). 


>) 
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Genau dieselbe Bedingung (Discriminante) würde man 
erhalten für die übrigen vier cyklischen Gleichungen des 
Systems, welche in 

2? + P12(8) 2° + 91,008) = 0 
enthalten sind für 
Del 2, 9, 
b) Hat man die Gleichung 
2 + 9,5) + pula)=0, 
so haben 9,4(&%), 9,2(x) und @,1(&) die speciellen Werthe 


9,la)=0, Pal) =V, 9,1%) =0, 


also: 

A) =d, a 
9, elik 

(3,) Pı+ı Pıra + Pıt2 Pıts = — 3) 





(2) Pirı Pı4s + Pire Pırı 4 Pi4s Pıra + Pipe = 0, 
(1,) Br Pte + Pıra Pırı + Pirs Pırı + Pıra Pır3 


9 13 (8)? 


+ SPı+1 Pı42 Pı43 Pıra = — Bu 





(0) Dir + Pie + Prts + Pina — 5 (Pıtı Pıra — Pıre Pı43) 
> (PrpıPı43 Pre Pt PisPrpa + Pi uPr re) — Pol), 
Für den speciellen Fall 2=0 erhält man somit, wenn 
die Bedingungen: 

90,3(#) = Dus,; x’ + (höhere Potenzen von &°) +: - -, 
90,0(2) = Wo,5%&%° + (höhere Potenzen von #5) +: - ,, 
welche sich aus (3,) resp. (0,), falls die gesuchte Haupt- 
function nach ganzen positiven Potenzen fortschreiten soll, 

unmittelbar ergeben, wirklich erfüllt sind, aus (2,) 

0 = a,(a5? + a, as) x + (höhere Potenzen) + - - -, 
und aus (1,) 3 
= 4,’Q,%° + (höhere Potenzen) + - - -, 
während aus (0,) folgt: 

0 = (a,’ + uo,) © + (höhere Potenzen) +: - - 


Ist also uw; und somit a, von Null verschieden, so 
muss 
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%,=0 und zugleich a,—=0 
sein. Dann folgt aber aus (3) 
0 = (a,a, + us,;) 2° + (höhere Potenzen von &°) +: -, 


wenn us, von Null verschieden ist, dass auch a, von Null 
verschieden sein muss. Ist noch specieller 


Br Us ae lo ar), 
also: 
90,3 (8) = Iu3,5%°, 
90,0(X) = Ko,5 0°, 
so kann man die obigen Schlüsse auch hier in ganz ana- 
loger Weise anwenden. Setzt man nämlich in unserer 


Gleichung 
+ 


; ! 
v7 x anstatt ®, 


so erhält man: 

5 +2 EB £2 Se: 

Hr der tet; 
weil aber 2, = f(r3x) die Gleichung befriedigen muss, wenn 
z=f(x) sie befriedigt, so genügt 2= f(x) der Gleichung 
für jeden Werth von x in der Umgebung von £=0, wenn 
die Bedingungen 


(1) (2,,)' 13 fr} 2)’ — f(x)? = 23 
und 
(2) (243) fee ner 


erfüllt werden. 
(Vergleicht man diese Beschränkung mit der obigen, 
wo f(x) eine ungerade Function sein musste, so erhellt un- 
mittelbar, wie zweckmässig und natürlich es ist, die Ver- 
allgemeinerung des Begriffes der geraden und ungeraden 
Functionen, welehe in den zwei Functionalgleichungen 
F(— x) = Fe), 
F-0)=— Fü) 

durch die » allgemeinern Functionalgleichungen, welche ın 
Plr’gh—ı Br) 


enthalten sind, einzuführen. Die von uns an anderer Stelle 
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gebrauchte weitere Verallgemeinerung zeigt sich ebenso zweck- 

mässig und natürlich.) Ist nun f(x) = F\„.(x), so ist nach 

(2): (PN TEE ar Ferm), undsunserer Be 

dingungen (1) und (2) werden offenbar zugleich befriedigt für 
22 =9 und ze 2 

aber auch nur für solche Werthe. Denn für m =3 erhält 

man aus (1): 


3: + an ==0 (mod. 5) 
und für m =D aus (2): 

5: + pn = 2(mod. 3), 
also »=0 (mod.3) und 2i==2 (mod.3), oder :«=1 (mod.3). 
Soll aber a, = 0 sein, so muss i=1 sein, und weil a, = O0 
ist, so kann auch nicht n >53 sein, also ist n=35, es ist 
somit die gesuchte Hauptfunction f(x) eine erste Partialfunction 
öter Olasse, wie behauptet wurde. Die dann aus derselben 
gebildeten Partialfunctionen 5! Classe sind also, als Partial- 
functionen einer gewissen ursprünglichen Hauptfunction, solche 
15'* Classe. Auch hier ist es immer möglich die zwei Con- 
gruenzen e=1(mod.5) und z=i(mod.5) zugleich zu be- 
friedigen, und zwar hat man in der That respective: 


Pa fs) ya Fan Hay >, 
Pa fl) Hr Faper Hay en 
92 = fr) = mE + 098? + a, + >>, 
953 = fısıs(2)= a0? 4 0,28 + ag +: 


welche, in die obigen Fundamentalgleichungen eingesetzt, 
die Bedingungen liefern: 


3) =, tus) + (aa tr Aut 143)0" 





—+ 0,03, 4415419 443,9 | 2°» 
+ 4,0987 99 93 
2) 0=a(a’+0a,0;)|#° 
+ a,°Q, 
+9? + ara Fast aaa |’ +: 





+2 (a, 4,4413 + 7 4934, + Q, 419 4) 
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(1) O=la’m—us)a "ta ’aa+ ara, taPfa,;|a2® + :-- 
+ 34,°0,547+ 34; 474,34, 





(9) 0=(a,’+ u0,)%X° 
i a: 0 
+5 (a Ast —a 3a, 0,30 27a, —a,a,°a,) 
+47°+9(a,az, +4,09, — a,’ Q,Q3g 
+ a,a,a7° 0164 a, a,’a1s — 4, Q4°Qy) 
— 1O(a,?a, 0,5413 — A, A,Q, 9 he 
+ a, 0,?4, 49 —a, Fan) (” ar 
— (9 419 +4,45 — 7415) X 


> (a)?a,3 — a7’a,—+-a,?Q,) 


Aus den Üoefficienten von x° erhält man zunächst: 
2 R Us: 
in (0) a°= — Yos; nd) y=-— _; 


dann aus den Coefficienten von x!’ 








: Us 5 Ay 
in(l,) = a, 
und aus dem von x 
4 
x Us; As: 
in (2 Ad —- 2 2 
( 0) 13 a u 


Ferner aus den Üoefficienten von x? 











in (0) 9-75; ul) 
dann aus dem Üoefficienten von x°° in (1,) 
8.7 = = 
a 
und aus dem Üoefficienten von x°° in (2,) 
EN 
28 LH 
Ebenso aus den Coefficienten von x°° 
in (0,) En in (3%) tg 


etc. ete. Das allgemeine Bildungsgesetz des Zahlencoeffi- 
cienten ist 
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p—1 


:] sp 5%) 
1 





Nap+ı er p! ’ 


der Quotient zweier aufeinander folgenden Üoefficienten der 
Partialfunction 15! Classe hat nach Division von Zähler und 
Nenner durch p° die Gestalt: 


Ku _ HIHI 





er ERDE FICHTE 


so dass sich für p = x der Grenzwerth direct ergiebt 





u ; 5 
Im ra ER IN ET 

5 , 
p=o pH a 


also ist die Reihe convergent für 


Mod. x'5:< Mod. — 


33» 22. a,° 


und liefert dieselbe für jeden Werth von & innerhalb dieses 
Kreises die fünf Wurzeln einer Gleichung mit constanten 


Coefficienten 
?+4?°+4,=0, 


so lange die Bedingung der Discriminante 
2 
5 
Mod. 3° I EEE RL 1 
2 
erfüllt ist. 


Dieselbe Discriminante erscheint für die übrigen vier 
Gleichungen des cyklischen Systems, welche für =1,2,5,4 in 
2?’ + 9,3 (2) 2° + 91,0 (8) = 0 
enthalten sind. 

c) Hat man endlich die {!° cyklische trinomische Glei- 
chung, in welcher der Coefficient von 2* von Null ver- 
schieden ist: 
| 2° + 91(2)2! + po(a)=0, 
so dass die drei aufeinander folgenden Üoefficienten 


9,50) =0; Pl) 0; Pla) = 0 


Abschnitt VII Capitel IV. $ 17. 185 


sind, so braucht man wiederum nur diese speciellen Werthe 
in den allgemeinen Fundamentalgleichungen in $ 16 einzu- 
setzen. Nehmen wir diesmal = 1 und setzen noch der 
Einfachheit wegen 

91,1(%) = DU ıR, 

P1,0(&) = vo,0, 


so erhalten wir die einfachen Bedingungsgleichungen: 


(4) M=— vıı%, 
8) » pm 9 =+ 2v | 2, 
2) P’mH+ 2’ + PD’ + PP = — 4vi,®, 


1) 2’ps + Ps’ + Pi’ P2 + pm +3 mP3 pp = + Tv, 
(0,) Dr +93 -F9,° 9° 
— 5(99 — P3Pı) Pr Pı — Pa Pa — 24° Po + Pu Ps) 


I 
_ Bug dv ,@. 


Ein Blick auf das System der Gleichungen genügt, um 
zu bemerken, dass diesmal die Anfangscoefficienten der 
einzelnen Partialfunctionen 

Ugly, Aa, 0, 
alle von Null verschieden sind, wenn v, ı und vo,o es sind; 
man nimmt daher in diesem Falle eine vollständige Haupt- 
function, in welcher nur die Grössen Asytı = 0 sind für 
q > 0, sonst aber alle von Null verschieden sind. 

(Dass in der ersten Partialfunction p, der erste Üoefficient 
ad, = vı,ı diesmal: von Null verschieden ist, während alle 
übrigen verschwinden, das liegt daran, dass wir es diesmal 
nicht mehr mit der Reducente zu thun haben; in allen 
früheren Fällen, wo wir es mit trinomischen Gleichungen 
zu thun hatten, in denen der Üoefficient von 2*-1 Null war, 
konnten wir das feste Gesetz bemerken, dass die Coefft- 
cienten irgend einer zugehörigen Partialfunction 
entweder alle verschwinden, oder alle von Null ver- 
schieden sind. Es ist sehr bemerkenswerth, dass diese 
charakteristischen Eigenschaften zugleich den Functionen, die 
Wurzeln jener Gleichungen in der oben angegebenen Weise 
darstellen, als auch gewissen periodischen Functionen ge- 
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hören. In einem späteren Abschnitt werden wir davon 
weiteren Gebrauch machen.) 

Die wirkliche Berechnung liefert dann nach Weglassung 
in (8,), (2,) und (1,) respective der Factoren x?, x? und x? 


3) = (4,0, —2v] ,) + (+99, a3a,) + 
+90: 4% + a0 | + 

7 43a, + Ag a, 

+ AA tr Mat Ayolz + 45 

+ 434,47 4; Ay + 54, 





x’... 





2) 0= (a’a,+4v;, ta a ta7’a, taz’, +a,’a,a+ 

+ 20,450; 
+13 + a0; + a’ + aa + aa, |a + 
+ 2(09 9505 + 944903 + 4307044 Az a3 4, 


+ 4,4945) 


(1) 0= (aa, — 1209) + Ay°a; + az?ayt aop”ay 
+3 (ao° 0,4, + 4,434, 4,) 
ta a3 + az°a, + a,’ 0a, Ws 
+3 (a,°a703 + 43° 450, + u” Q,.04) | 
+3 (a,?ay a4 + 49° 004,) 
—+5[a,a,(Q,09-+Q, @3)-+Q3 a; (da, @;4-4; Q3) ] 





> + 





(0) = (+ V,0)+ (day a; — Day A,A, + N) > + 


1 10 [2 
4 3 4.2 5 272 re he 
+5. Gut 2%° a; +z4°+ Aya,y°az 
Se 2 
— Ay? A, dr A, 49 Ay FQ,4y Ay 
— Ag? Ay dig — Gy? Ay dy— 3 Ay Ay Qz a, | 


Es folgt nun für die Grössen der ersten Gruppe aus den 
Üoefficienten von x 








2 v2 
1,1 
in (0,). au = zu vo ; ind) = ya 
: 4») 1 . 7» 1 
n@) 9-— a Or a? 
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dann für die vier Grössen der zweiten Gruppe aus den Coeffi- 
eienten von x 








: 5 N 
® 44 9,1 ; : Be: 228 91,1 
ın (0,) 4; zen; 5 at ’ ın (3,) dr —— = Te, a F 
\ 897 Pı1 . 2244 91,1 


und ferner für die Grössen der dritten Gruppe aus den Üoeffi- 
cienten von x!" 














10 10 
Bi PIIS2 AP , Ar 1L.13231, Pun7, 
ın ( ı) an rss 52 a," a 52 a I 
12 12 
: B) un ITS FT ae13817 319 2,29 27,1 { 
ın ( 1) 4 Merz ur Ay"! Sa 52 FIRE At! ’ 


- ete. etc. Der allgemeine Zahlencoefficient hat ‚ wie aus der 
allgemeineren Formel in Capitel II $S 6 direct herzuleiten 


ist, die Form 
Ba 


El «a:e+1-5-% 


N, = (— 1)? : 





q! j 


und der Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder irgend 
einer Partialfunction 5'® Ölasse der Hauptreihe hat nach 
Division von Zähler und Nenner mit 95 die Gestalt: 


ns ENH DD N 
a + JG + JG + JG+ 0 +2) g: 


so dass der Grenzwerth sich wiederum direct ergiebt: 





b) 
a v 
im g5 — 48 ut Sal 
ke) q Ag? 


und die Reihe ist convergent für 


’ 


Mod. 2° < Mod. — 


4 
4 v1 


und somit werden die Wurzeln von der Gleichung mit con- 
stanten Coefficienten 


+4A2:+A4h=0 
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durch jene Reihe dargestellt, wenn die Bedingung, 


es 
5 
Mod. 44 En = 1 


erfüllt wird. 


8 18. 


Darstellung der Wurzeln ausserhalb der Convergenzkreise 
der obigen Reihen. 


A. Eine Hauptfunction f(x) soll durch ihre circumplexen 

- Functionen dritter Olasse drei Wurzeln liefern, während die 

zwei circumplexen Hunctionen zweiter Classe einer andern 
Hauptfunction die übrigen zwei Wurzeln repräsentiren. 


a) Wir haben bis jetzt verlangt, alle 5 Wurzeln der 
Gleichung sollen durch die circumplexen Functionen 5t* Classe » 
einer Hauptfunction repräsentirt werden. Modificiren wir 
nunmehr in folgender Weise die | 


Aufgabe. Wie müssen die Üoefficienten p(x) in der 
Gleichung | 


F(&2)=2°+9,(2)-2°4+9,(@)-2°+9, (8) 2° 
+ 912) :2+9,(@) = 0 

beschaffen sein, damit die zwei circumplexen 
Functionen zweiter Classe %(r,”® x), oder 
auch cn, = kg la, für a =UV,1 einer als ge- 
geben vorausgesetzien Hauptfunction 

SAH tr tum 
zwei Wurzeln der Gleichung F'(z,x) = 0 in 
einer gewissen Umgebung von £=0 hefern, 
während für dieselben Werthe von x die drei 
circumplexen Functionen dritter Classe f(r," x), 
oder auch 69, 4,65, -für h = 0,1, 2 einer 
anderen Hauptfunction 

fen tn tat tg 
die drei übrigen Wurzeln innerhalb desselben 
(rebvetes geben sollen; respectwe, wre müssen 
5(&) und f(x) beschaffen sein, wenn die p(&) 
gegeben sind? — 
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Auflösung. Zunächst ist klar, dass die Summe beider 
circumplexen Functionen zweiter Classe %(2), 3(— x) mit- 
sammt der Summe der drei circumplexen Functionen dritter 
Ulasse f(x), f(r32), f(r;x) zusammen für jedes x den mit 
(— 1) multiplieirten Coefficienten von x? liefern müssen, 
d. h. es ist: 


Ga) tFTÜa tat )=—- m); 
da aber nach den Fundamentalsätzen (+ 4) =2y, und 
oT+c+6%=35p, ist, so bekommen wir die Bedingung: 
(4) 2 3m = PAR) 
Ferner ist die Summe der Producte zu je zwei von 
loan erogetdentisehzinit 


a Ve IC Te a2 Be 1) a a ET De a LE Se 1 29 














Bo Pı Po Par 
= 2 . =, . 3 r 
Pı Po + Yo Pot Pı 2o |’ 
also hat man 
Po Pı Er Po Pa = 
Ihr 6 (2) 
(3) Di Ph +69 + ya 9; (&) 








Dann ist die Summe der zu je drei von (,,C; 
Gr, 9. genau: 


Ga ++) Ba Fran. ta) + u u) tat %) 





Po Pa Pı 
-|91, 99 |+6p | P Be 9 m 
P2 Pı Ps Pı Do en 
und somit ıst 
Po Pr Pı | a Be 
Bye ton N ei 
P2 Pı Po N ı Po 








Analog” ist die Summe der Producte zu je vier von 
Co; 15 & C1, & 
ol Fa) Frl HoF 616) CoCı 
PP, Pa Pı 
=2 9 MM bt? 
Pr Pı Bo 


Po Pı 
Pı Po 


Po Pr 
Pi Po 
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also hat man: 
Po Pa Pı 
1) 219m MP|+ 3 
Pa2 Pı Po 
Endlich ist das Product aller Wurzeln 


Gl): ); 
und somit hat man die fünfte Bedingungsgleichung 


Po Pı 
Pı Po 


Po P3 


— x). 
Pı Po 9,2) 








Po Pa Pı 

(0) Pı Po Pr 

P3 Pı Do 

Aus (4) ergiebt sich, dass @,(x) nur solche Glieder be- 
sitzen darf, deren Exponenten entweder die Congruenz 


hi ä | Pol): 


(w,) &, = 0 (mod. 2), 
oder die Congruenz 
(Ws) & =0 (mod. 5) 


befriedigen. Die Coefficienten der ersteren sind identisch 
mit den entsprechenden in 2y, und die der letzteren mit 
den entsprechenden in 3», allein; die Üoefficienten solcher 
Glieder aber, deren Exponenten beide Congruenzen zugleich 
befriedigen, (die also zur subordinirten nullten Partialfunction 
zweiter aus der dritter Classe, oder umgekehrt, oder auch 
zur nullten Partialfunetion (2. 3)! = 6° ÜClasse gehören), 
die sind identisch mit den entsprechenden Üoefficienten in 
der Summe 2%, + 3P»- 

b) Für die Reducente, wo p,(2) = 0 ist, müssen beide 
Hauptfunctionen so beschaffen sein, dass die Üoefficienten 
derjenigen Glieder, deren Exponenten beziehungsweise eine 
der obigen ae (w,) oder (w;) befriedigen, identisch 
verschwinden; dagegen bleiben diejenigen bestehen, deren 
Exponenten Bee Uongruenzen zugleich befriedigen; es le 
also die Grössen 

Apr: dr Aa ey 

N ar egy 
nicht einzeln Null zu sein, wohl müssen aber, wie aus der 
identischen Gleichung 
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4) 0=2u+3., +2, +30)0° + ya t3a,)a’+-- 
folgt, die Bedingungen 
2, + 3a =; g=0, l, 2, 5, 2 ©) 


bestehen. — Bleiben wir nun bei diesem Falle stehen, so 
haben wir 


3 
I en anare Do: 


c) Nehmen wir noch oc grösseren Einfachheit wegen 
an, es sei auch 
P3 (x) = 0, 
was man bekanntlich immer durch Auflösung einer quadra- 
tischen Gleichung erreichen kann, so werden wir aus (8) 


den Werth 


3) Po Pı 


Pı Po 


in (0), (1) und (2) einsetzen können und bekommen: 








— 6° + 3Pı P3 


Po Pa Pı 
(0) 3/9 Mm Pr | (2P0° + PıP2) = — PR); 
Pı Pı Po 
Po Pa Pı b 
1) 39 | 9 2 | 9m’ — PP) 2P0 +9 m)=— 9); 
Pa Pı Po 





Po Pa Pı 
(2) pP m Pr | + 9m (Bi + 2PıP) = — MR). 
Ps Pı Po 


Wir werden nun sehen, dass die drei Bedingungsglei- 
chungen (0), (1), (2°) vollkommen ausreichen, um durch 
Auflösungen von lauter (allerdings im Allgemeinen unendlich 
vielen) Systemen linearer Gleichungen die Coefficienten der 
Hauptfunction f(x) durch die der als gegeben vorausgesetzten 
Reihen 9,(2), $,(2), 9.(x%) eindeutig (bis auf einen Üoeffi- 
cienten, zu dessen Bestimmung eine binomische Gleichung 
öten Grades vorhanden ist) auszudrücken; während die zwei 


Ei 
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Gleichungen (3°) und (4) dann ganz analog Systeme von 
linearen Gleichungen (bis auf eine einzige binomische) liefern, 
um durch sie die Coeffiecienten von %(x&) durch die von f(«) 
(9; (x) und 9,(x) sind ja in unserem Falle, als identisch 


Null vorausgesetzt worden) eindeutig auszudrücken. 


Hätten wir zuerst aus drei Gleichungen die p eliminirt, 
so hätten wir umgekehrt zuerst zwei Bedingungsgleichungen 
erhalten, um die Coefficienten von (x) durch die der p(x) 
zu bestimmen und dann drei Bedingungsgleichungen zur Be- 
stimmung der Coefficienten von f(x) durch die von (x) resp. 
der p(@). 

Durch Anwendung der oben schon oft wiederholten 
Schlüsse erhält man jedenfalls die analoge Beschränkung für 
die Coefficienten der gegebenen Gleichung 9,(X); 9, (2); 9,(%), 
dass sie alle nämlich lediglich nur Exponenten besitzen 
können, welche mit den entsprechenden in den ausgerech- 
neten linken Seiten übereinstimmen. 

d) Wir haben in den obigen Beispielen immer an- 
genommen, die Hauptfunction schreite nach ganzen positiven 
Exponenten fort. Es ist aber bereits oben in Capitel II 
S 11 gezeigt worden, dass diese Einschränkung keine noth- 
wendige ist. Derjenige Fall nun, wo die Reihe lauter nega- 
tive Exponenten besitzt, ist direct aus den behandelten Bei- 


1% 
spielen zu erhalten, wenn man # = in der Gleichung so- 


wohl, wie in der heihe setzt. Nunmehr wollen wir auch noch 
die Möglichkeit zulassen, dass die Reihe mit einem negativen 
endlichen Exponenten anfängt und weitere Exponenten um 
positive Einheiten zunehmend wachsen. Der umgekehrte 
Fall, dass die Reihe mit einem positiven Exponenten anfängt 
und dann immer abnehmend fortschreitet, ist aus dem eben 
erwähnten Falle wieder durch die Substitution von x! an-. 
statt x zu erhalten. 

Der Definition der Partialfunctionen gemäss unterscheiden 
sich die Ordinalindices der aufeinander folgenden » Partial- 
funetionen n'e Classe immer um eine Einheit. Bezeichnen 
wir den Exponenten des ersten Gliedes der Hauptfunction, 
welche mit einem positiven, oder negativen Exponenten an- 
fängt, jedoch nach ganzen um positive Einheiten steigenden 
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Potenzen geordnet ist, mit + &, so dass die Hauptfunction 
die Form hat 


f+:(8) = A488 + ars 2 + area? +, 


so wird & offenbar der grösste negative, oder der kleinste 
positive Exponent der Reihe sein. (In der Sprache der 
Functionentheorie würde das heissen: wenn man die Reihe 
mit &+® multipliciren würde, so würde das Product für x—= 0 
"nicht mehr verschwinden, resp. unendlich werden.) 

Die aufeinanderfolgenden Anfangsglieder von*) 


Dr Prerır Diet) Das Pers "Ders 
besitzen beziehungsweise die Exponenten: 
Mae Bela Beta de, 

unter denen die kleinste positive oder die grösste negative 
Zahl — & nur ein einziges Mal auftritt und das betreffende 
Glied hat die Form a? ,x#°°. (Es ist allerdings hier die 
Voraussetzung gemacht worden, dass a+s}1 und @+.+2 von 
Null verschieden sind; sollte dieses aber nicht der Fall sein, 
so würden unsere Schlüsse, wie man leicht sieht, um so 
eher gelten.) Es tritt also ein solches Glied in der Summe 
jener Grössen 


Da Dee ia SB 4 Drerı Diiers 
wohl auf, oder nicht, jenachdem a+. von Null verschieden, 
oder der Null gleich ist. Addirt man noch zu dieser Deter: 
minante den Ausdruck 


IPo(Po° + 2Pı Po): 

so bekommen dadurch gewisse Glieder andere Zahlencoeffi- 
cienten, die Dimension und das Gewicht der einzelnen Glieder 
ändern sich aber durch diese Hinzufügung durchaus nicht; 
so dass man aussagen kann: 

Besitzt die Hauptfunction, welche durch ihre drei circum- 
plexen Functionen drei Wurzeln der Gleichung für unseren 
Fall liefern soll, das Anfangsglied a+.0%°, so besitzt der 





*) Die hier gemächten Bemerkungen sind für die Glieder der 
ausgerechneten cyclosymmetrischen Determinante n!° Classe direct 
zu übertragen. 

H. ScHAPIrA, Cofunctionen, T,2 13 
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Coefficient von 2? der gegebenen Gleichung, nämlich 9:2) 
das Anfangsglied G,,® v=°, Und umgekehrt. 
Ist also z. B. 9,(&) = 5As,, x gegeben, so ist dadurch 


das Anfangsglied derjenigen Hauptfunction f(x), welche drei 

are. 
Wurzeln liefern soll, völlig bestimmt, nämlich (5A,,.)" x”. 
Nach einem Schlusse, der oben schon oft wiederholt wurde, 
heisst dieses, wenn g,(x) eine Potenzreihe ist, deren Expo- 
nenten Vielfache von oe sind, so sind die Exponenten der 


Hauptfunction f(x) Vielfache von = 


Daraus folgt, dass p, und somit, auf Grund der Relation 


3 
Poei > Po 


auch p, lauter ganze Potenzen von x° besitzen. Schreitet 
eine Potenzreihe nach ganzen Potenzen von #* fort, so 
schreitet offenbar die nullte Partialfunction nt Classe der- 
selben nach ganzen Potenzen von x** fort. Ist n = 2; 
N Are. 0,2.d:,h. 2% = 0 Rörel I; d. h. in unserem 
Falle, wo 9,(x) nach ganzen Potenzen von #9 fortschreitet, 
muss (2) nach ganzen Potenzen von — fortschreiten, 


weil p, lauter ganze Potenzen von «2 besitzt. 
e) Was nun 9,(x) betrifft, so überlegen wir. Folgendes. 
Es sei das Anfangsglied der nullten Partialfunction 


RR 
so werden die Anfangsglieder von 
(%) P +31 Pie Pyzu BERER Pyzu‘ Pers; 
P+su  P+e "Prey  P+er2 
beziehungsweise die Exponenten besitzen: 
+3e +2, +3u+9)rI Ser) rb; 
+3 +8) 8. 
Es sind nun dann folgende drei Fälle zu unterscheiden: 
ob nämlich 
e=0,1,2 (mod. 5) 


ist. 
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1) Ist & durch drei theilbar, so ist offenbar & mit u 
identisch und die obigen Glieder haben dann die Anfangs- 
exponenten respective 


a EB IE 


Dabei tritt wiederum der grösste negative oder kleinste 
positwe Exponent nur ein einziges Mal auf. — Die Hin- 
zufügung von 


— AP —PıP2) (220 + PP) = 189 + 90° PıPa+ 9P1? Pr? 
schafft nur das eine neue Glied 


Ip? P2°- 

(Indem die ersten zwei, mit einem gewissen Zahlencoeffhi- 
cienten behaftet, schon in jenen Gliedern vorhanden waren 
und ihr neues Hinzutreten nur diese Zahlencoeffieienten ändern 
können, und für unseren Zweck kann es höchstens von In- 
teresse sein nachzusehen, ob nicht der betreffende Zahlen- 
coefficient Null wird; nun waren früher die Zahlencoefh- 
cienten dieser zwei Glieder 


(+1), resp. (— 3) 
und durch Hinzutreten von 

(— 18), resp. (+9) 
verwandeln sie sich in 

(— 17), resp. (+ 6) 
also, wie vorhin, von Null verschieden.) 

Das einzige Glied, welches noch auf die obige Betrachtung 
von Einfluss sein kann, hat aber den Anfangsexponenten 
+ 4e +6, so dass durch das Hinzutreten desselben unsere 
obige Behauptung durchaus nicht alterirt wird. 

2) Ist nun +e=1 (mod. 5), so ist H3u=—+.-+2, so 
dass die obigen Glieder (w) respective die Anfangsexponenten 
+4e+2, +4.e+5, +4:.+35; +4e+5 

besitzen, und durch Hinzufügung von 
Ip? 27° 
würde noch ein Anfangsglied mit dem Exponenten 
| +4:+2 
hinzutreten, so dass die obige Behauptung für die Summe 
13* 
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der Glieder (w) d. h. für die ganze Summe, welche (— 9, ()) 
repräsentirt, nicht mehr richtig ist. 
3) Ist dagegen -&=2 (mod.5), also H-3u=+e-+], 
so haben jene Glieder die Exponenten beziehungsweise 
+4:.+1, +4e+4, +4:+T; +4e-+4, 
und das hinzutretende Glied 
Tu 
“liefert dann noch ein Glied mit dem Exponenten —42-+-4, 
‚so dass in diesem Falle die obige Behauptung für die Glieder - 
(w) wiederum wie im Falle (1) auch für , (x) richtig bleibt. 
So dass wir aussagen können: 
in dem Producte 
Po Pa Pı 
Po \ Pı Po Pr 
Pı Pı Po | 
tritt der grösste negative oder kleinste positwe Exponent unter 
allen Umständen nur ein einziges Mal auf; für die ganze 


Summe 9,(x) güt dagegen diese behauptung nur für die 
Fälle 

+s=0(mod.3), +e=2(mod.B5), 
in dem Falle aber, wo | 

+ e= 1 (mod. 5) 

ist, besteht der Coefficient des Gliedes mit dem grössten nega- 
tiven oder kleinsten positiven Ixponenten aus einer Summe 
zweier Glieder , es ist nämlich: 


3 2 2 +4:+2 
(Ba, 0, 0 de ae 


In diesem letzteren Falle ist es wohl möglich, dass die 
Hauptfunetion negative Exponenten besitzen soll, während 
9, (x) keine Vesässe; nämlich, wenn a+, von Null verschieden 
ist, während die Bedingungsgleichung 


2 
Ay, %y,19 t 304.1, = 0 


befriedigt wird. Nicht aber umgekehrt. 
Um noch einzusehen, inwiefern nun die speciellere Be- 
schaffenheit der Coefficienten noch von der näheren Be- 
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stimmung derjenigen von @,(x) abhängt und inwiefern diese 
Abhängigkeit nicht etwa in Widerspruch stünde mit den 
Annahmen über die anderen g(x), ist es noch nöthig die 
Entscheidung zu treffen, ob die Hauptfunetion eine voll- 
ständige, oder sie selbst schon eine gewisse ;,'° Partial- 
function n,!“" Classe sei. Diese Frage lässt sich immer 
durch die zu befriedigenden Congruenzen genau beantworten. 
In unserem Falle, wo wir annehmen, dass @,(x) nach z° und 
2 4 

somit f(x) nach x’ und %(z) nach =” fortschreiten müssen, 
wird es uns am bequemsten sein, die nähere Bestimmung 
von i, und n, durch die für @,(x) anzugeben. 

f) Nehmen wir an, es sei 9,(x) eine nullte Partial- 
function 5! Classe einer Hauptfunction mit ganzzahligen 
Exponenten, so wird, falls z. B. 

&eQ 
das erste Glied in %(x) 
= 
0,50 „ „ ” » Pol) 
ist und ausserdem die obige Annahme bestehen soll, dass 
5As.0° das erste Glied in 9,(%) 
und somit 
El 
(DAg,0)" x” a , „ „» 1) 
das Product ($(2) : 3(— ©) (f(&)  Forz#) - f(rz°%)) offenbar 
das erste Glied 


a, Diye wette 
2 
besitzen und es entsteht somit die Bedingungsgleichung 
2 
%o ; DAg,gwn ste == %05n8°", 
er 
woraus die Bestimmungen 


sich ergeben. 
Für den speciellen Fall z. B. 


2° 4 5 Ag,0X® 2: -- U, = (0) 
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ist einfacher: 





m Nee ee 
2% > 
Durch ganz analoge Schlüsse wie oben folgert man, dass 
dann % (x) selbst eine Partialfunction 5 Ulasse einer Haupt- 
g 
function von x” und f(x) eine solche einer Hauptfunetion 
g 


von © sein müssen, also hat man nach Berücksichtigung 
der obigen Resultate: 
Ei 


& 68 re 
a re a 
2271 =; u 17, 
; = a IE 
f(x) = a. 8° + @ 10% ’ Ha na 5 4 .. 
h) 3 g 


Setzt man die daraus folgenden Werthe für 


Do = 130 DE _ Be — 130 130 2. ESTER 
el Be DR 

y =ıu es "ta ue% url a1 0A re 

2 2 2 


Po = 4-39 rad ar a0 0 °8 + A_130 & 138 er, 


8 eat ER 
Pı = 0Qo #° u 
3 u er 
= N‘ Een 
3 d 3 


ın die Gleichungen (0), (1°), (2), (3), (4) ein, indem man 
zugleich die speciellen Werthe 
PR) = Ann, Pla)=0, Pla) = IAy, 0? 
berücksichtigt, so erhält man, wenn man der Einfachheit 
g 


wegen in Pu, Pi, P, zunächst &°—=y; a, —b, und all- 


Sy Ece) 


gemein @ — db+, für einen Augenblick setzt und auf die 
fe) +p8 DD 
N 


Indices symbolisch die entsprechenden Operationen wie auf 
Exponenten ausübt: - 


R. 
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(0) 0= (3btb_4 + Ayo) +3 (d,?d-198 + Ebd 4b_uly° + 
+25,°62, 
— 3b,2b-4b_94-b,b-,) 


DD AO ya... 
AD. 3626.) Dr 
An bin 
ET EEE SEN er 
N NE NEN 





(1) 0—= (bb 43b 4) +0? b_a +6,20 ub_u V”H 

36250) 

+65, b-4b_u 

+ [b,’b_3 + 66,°b_4b_34 Va 
MÜNSTER ö 

ARE RUE RATEN 

+ 3(241b_9 + b,(bb_19 + 4b_ab_u))b_w 

a | 








2) 0— (bi? + 5A) + bb + 15bb_4b. + D)y© 


IB HABEN DH gem, 
E= 3(b4 + 5b, b_o)b_19 + Sb, Dr 


+ 15 0400-4 + 1062, | 


(Dabei ist die Gleichung (1) durch 34 und (2’) durch 2 
dividirt worden.) 
Aus den Coefficienten von y" erhält man nun 


A 
in 2)b°’=—,di,,; in (0) bL= 368 : 
30°, 


nl) ba—— 4 


dann für die drei Grössen der zweiten Gruppe aus den 
Coefficienten von y-» 
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3. 4 
RG, IE re 260 du 
Sa @)bu—=try gr; in (0) ee a 


; 70 
ın (1) b_24 —— -H 33 di & 


Ebenso für die Grössen der dritten Gruppe aus den Üoef- 
ficienten von y°° 














6 d. i 
> } 35 u. 5 259160 B_a 
ın (2) b_9 = — 32 D,5 „’ mn (0) b_34 = Sp 232 b,6 } 
8 
R ; > ae 
nalen Dr etc. seite, 


(Durch eine Bemerkung über die Bildungsweise der 
Partialfunctionen dieser Functionen werden wir noch später 
ein viel leichteres Mittel finden, diese Zahlen zu berechnen.) 

Der allgemeine Zahlencoefficient hat die Form 


gq—1 1 
kl s-:-5» l-50+1+3» 
N —(— 1-1 2 == : . 


—5g+1 








ag q! 

Auch hier wächst die Anzahl der Factoren mit q bis in’s 
Unendliche; indess erspart man durch das Princip der Cofunc- 
tionen es vollkommen, die Untersuchung des Grenzwerthes auf 
die Ausdrücke der Gauss’schen TT oder der T oder der Weier- 
strass’schen Factoriellen zurückzuführen (vergl. die in Cap. II, 
S 6, pag. 59 angeführten Abhandlungen von Westphal, Geb- 
hard und Mangoldt), indem der Quotient zweier aufeinander 
folgenden Glieder der Partialfunetionen 3'° lasse in unserem 
Falle nie mehr als fünf nach g lineare Factoren im Zähler 
und ebensoviel im Nenner besitzt; und zwar für qg > 5 immer 
in der Form 


No _ (-59+1)(-59- 59-9 (-5g—-8)(-5g—1i) 
Ne arHar»ar3I>x(— 24 —5)(—-29—2) 


Bere 
2 DE 
(147) (1+,) (14) > -2-,)-: = .) 
so dass der Grenzwerth sich von selbst ergiebt: 
lim N nur 5)5 
go» N gr a 3 ; 
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Die Reihe ist also convergent für 


Mod. a RR 9 < 1, oder Mod. a eu 


Er 


oder auch, wenn man für y und b die Werthe wieder ein- 
setzt, 





2a, 
in 9233 ( — 
Mod. et 20 7>iF:Y, Mod; a ns 


5 


ok BA 





Hat man eine Gleichung mit constanten Coefficienten 
2? + 4.2°+4=0, 


so braucht man nur in der Reihe sowohl, wie in der ange- 
gebenen Convergenzbedingung derselben die Werthe 
Dig, —= A,; lo = 4 

zu berücksichtigen, um durch die drei circumplexen Func- 
tionen dritter Classe der Reihe f(x) drei Wurzeln der gegebenen 
Gleichung für beliebige Werthe von x innerhalb des ge- 
nannten Uonvergenzkreises zu erhalten, so lange die Be- 
. dingung 


Mod. (— 2)? - 2} 


&> 
erfüllt ist. 
Diese Bedingung ist aber genau die entgegengesetzte 
von derjenigen, welche wir für dieselbe Gleichung 


> -+42+4,=0 


in $ 17, a gefunden haben, damit die fünf Wurzeln durch 
die fünf circumplexen Functionen der dort angegebenen 
Potenzreihe, welche genau ausserhalb unseres Üonvergenz- 
kreises in der ganzen Ebene convergirt, repräsentirt werden. 
Die beiden Reihen sind also als complementär zu einander 
aufzufassen, indem sie zusammen die Wurzeln einer und der- 
selben Gleichung repräsentiren; die eine innerhalb eines ge- 
wissen Kreises und die andere ausserhalb desselben. 
Bemerkt man noch, dass auf der Peripherie des genann- 
ten Kreises beide Potenzreihen mit Ausnahme gewisser Punkte 
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convergiren, so wäre die Auflösung unserer Hauptaufgabe 
für diese specielle trinomische Gleichung 5 Grades für die 
ganze Ebene vollkommen geleistet; denn die noch fehlenden zwei 
Wurzeln erforderten nur noch die Auflösung einer quadratischen 
Gleichung, die wir bereits in $ 12 durchgeführt haben. In- 
dess ist es schon aus der obigen Andeutung klar, dass es 
ebenso leicht ist, die complementäre Reihe für die zwei noch 
fehlenden Wurzeln in unserer (x) zu erkennen, respective, 
die Üoefficienten derselben genau zu bestimmen. 

9) Setzt man ferner die oben gefundene Form von p, 
und p,, nämlich: 


pp = 13007 °° + NE Ya ah ra BER Bet... 
2 2 BEST 
a 1 FR 110% TU ® +: 
2 


und zugleich die ‚nunmehr genau bestimmten Werthe von 
Po» Pı, Pr, Welche übrigens in ihrer natürlichen Reihenfolge, 
ihrer Beschaffenheit nach, 9,, P5, 9, geschrieben werden 
müssen, nämlich: 




















ER 44 13 a 
38 0,0 3 
Pp,—=(l—Ire) % ae ia ® 
(54,0)? 
6 290 
35581 40,0 -— 
ee 29 u. jan = 
(= 5Ag,o) 
4 19 
1 Ay,0 en 260 A,,0 se 
Pr ee 4 ee 35 7 19 x 3 
(754,0)? (54,0)? 
7 340 
2591600 Ayo  — 
a 39 34 L o 2 r) 
(34,0) % 
p ! RN“ 3e 4 eg 
b: 3 (— 54, ,) 3° (—54, .)° 
8 
1948617 Ayo ; 
ar 310 3% 130 + te, 


in die obigen Bedingungsgleichungen 
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’ 3 

CIE Ps ar > Po» 
“7/7 ) ‘ $ 
| 6m: Bm 0; Apt+15p’412pın 0 

Pı Po 
ein, so erhält man aus (4) direct: 

I ho £ 1701 40,0 
TE 2 DO == 2 —80 
Po 2 (—54, ,)3 2:35 (—54, .)? 


8 
1948617 Ao,o 15 
38 a ale. 
2.89 (— 54, „)1? ee 





Man kann übrigens p, sowohl, als auch ‚p, in einfacherer 
Form schreiben, wenn man in der obigen allgemeinen Gestalt 
des Zahlencoefficienten 
ER 
a0 (—5g9+1-+4:3) 
2 1: 
Nr 





a: 


bemerkt, dass für den Fall der nullten Partialfunetion 31er 


Ulasse, wo also 

— 5q+1=0 (mod. 5) 
der Zahlencoefficient eben jedesmal eine gewisse Potenz von 
3 als Factor enthält*). Es wird dann einfacher: 

















Mm 1 400 230 Se 7 200 80 
As 7 SEE 
3 (—5Ag,g)? 3 (75%,,,)? 
2% 
0, —13 
11 ae ET js # zn 
2, 
und 
2 5 
1 oo 2 7 Mo 11.32 Aoo 
- e " Kegel: — ER — 
2 (Big) Te 





*) In den obigen Fällen, wo wir die Partialfunctionen 5er Classe 
hatten, waren die Coefficienten der nullten Partialfunction durch ge- 
wisse Potenzen von 5 theilbar, aber in gewissen Fällen waren sie mit 
einem Factor Null behaftet. Hier aber kann kein einziger der Üoef- 
ficienten Null sein, weil die einzelnen Factoren mit dem negativen 
Werth (—5g--4) beginnen und successive immer um 3 zunehmend 
schliesslich den immer noch negativen Werth (—2q — 2) erreichen, 
ohne dass also einer von ihnen Null werden konnte. 
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Um x, zu erhalten, braucht man nur noch die Werthe in 
49,?+ 159 + 2p m = 0 


eiuzusetzen; aus der durch &® dividirten Gleichung 


14 
ee 
) ( = ; das Ayo)" 


4° 
rn (? ne N-210 + 4 gl > 106 u) x-10e + ... 


A 


2 0,0 
EU (X Ew —52, 
= B) 








2 


ergeben sich successive die Werthe 











2 
Die Io,0 32 Ayo 
9 re Ay N_j1e 23 21,9 
5 ; (—523,o) 
13 
I 1615 A,,0 
a v Bar 27 210 
2 (— 53,,,) 


ete. etc. Der allgemeine Zahlencoefficient hat die Form 
g—i 
Eee 
& | 
g! 22 





RG 
N sh 
2 


so dass der Quotient’ zweier aufeinander folgenden Zahlen- 
coefficienten einer Partialfunction zweiter Classe derselben 
aus einem endlichen Producte von 5 Factoren im Zähler und 
ebensoviel im Nenner besteht 


Ne Gl N nk 1 Beat] Ta I Gl 2 rk DE a 2 I) 
NA 2? (+1)(a+2)>x(—-394-9(—39—5)(—39—3) 


ee 


Hd 


NE UN DERSLMEF 5)° 
N, 2? (7 3)? ! 














und somit 


lım 


= 





also ist die Reihe convergent für 
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Mod 3.65% Ion SH 
OU Ds ; 
> (3° (-52,,0°)’ 


& yo 2) | 


Mod. 22 | nr = Mer 
® 
also für 3 (x), genau übereinstimmend mit der Bedingung für 
f(x), wiederum die entgegengesetzte Convergenzbedingung 
von der, welche wir oben in $ 17, a für die Reihe, welche 
die fünf Wurzeln derselben Gleichung liefern sollte, gehabt 
haben. 
Für eine Gleichung mit constanten Üoefficienten 

+ 4,2?+ 4, = 0 
hat man somit, wenn 54,00 — A,; Ayo = A, gesetzt wird, 
ebenfalls die complementäre Lösung für 


() 
Mozart 


AN 
(5) 


Auf Grund der obigen Betrachtungen wird es von selbst ein- 
leuchten, dass in unserer Lösung zugleich die allgemeinen für 
die fünf speciellen Gleichungen des cyklischen Systems 


2° + 9,2(@)2° + 91,0(8) = 0 
enthalten sind, wenn man nur für o die entsprechenden 
Werthe setzt. 

Weil nun der erhaltene Grenzwerth und somit die Con- 
vergenzbedingung für die Gleichung mit constanten Coef- 
fieienten von og unabhängig ist, so ist es selbstverständlich, 
dass alle fünf eyklischen Gleichungen immer die Lösung der 
Gleichung mit constanten Coefficienten innerhalb derselben 
Bedingungen eingeschlossen sind. 

h) Indem wir nun bei derselben Aufgabe stehen bleiben, 
f(z) und %(x) so einzurichten, dass die erstere durch ihre 
drei circumplexen Functionen 3!“ Classe drei Wurzeln und 
die letztere durch ihre zwei circumplexen Functionen zweiter 
Classe die übrigen zwei Wurzeln einer gegebenen Gleichung 
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fünften Grades repräsentiren, specialisiren wir diese Gleichung 
jetzt so, dass die Üoefficienten die Werthe 


9,(a)=0; 9la)=0; le) = I 
annehmen und nur 
93 (x) 74 OU3,0 25 PX) = Uo,o 
von Null verschieden sind. | 


Die fünf fundamentalen Bedinsungsgleichungen werden 
jetzt lauten: 


(4) | 29 +3 =d, 
(8) 49? +,152,° + 12pıP: + 203,008 = 0, 
oder auch 


(8) Apr’ +Bpo’+6pP2+dus,g2)2(6po SPP, 903,08) = 0 
und 
2) BPetp HP? —3PpoPıP2) +32, EP, Topp +9us,)=0, 
(1) 3Pu BP, +6P, P, + 9u3,0%° ) 
+ (20° PıP2) (6po’+3Pı pP, +9 us, ge) —0, 

(0) 39, BPo + 6Pı Pe + IUs,o 22) (604 3Pı Pa F9u3,02r) = Uo,o. 
(Wir haben diesmal diese Gleichungen in etwas anderer Form 
geschrieben, weil sich an dieselbe eine Bemerkung knüpfen 
lässt, die später gemacht werden soll.) 

Die Ausrechnung liefert zunächst für (0), (1), (2), wenn 


man zunächst die in ganz analoger Weise wie oben sich er- 
sebende Form 


Po = 4-2 8 — d_7o Det + 4_ 120 X7 120 4 2, 


SA et 2er 
= 3 3 | Br 
P=4 108 TU 99% T& 0 y 
3 3 7 
Mt or BL 
3 3 
1 Ta 109% Ta 0% 4 
3 3 


und dann in (3) und (4) 


De EYE auch HE FE Eh Zn DELBEEERE Zn En SE 
A 90 190 
5 Re 
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einsetzt, wieder 


— —1. —— 
Ei 


substituirt und (2) durch y°, (1) durch 4° dividirt: 


2) 0-14 50-30) +3 0L1d-10+ bau) 4 
+ 50_6(202 436-1 bu) 


£ 3(621b_ 9462 106_11052 5 b_ 245236 -Bus 0) OF 
Ir 15 [d-s(&-ı b_2 -£ b_11 0 16) + b_ı b_u b-21] 


+b2 





(1) O=5u;0(4b6—b_1b_n) 
+5 us, (—b_1b_2+ 8b_sb_1—b_11b_1) 


Eralab ih FR en Den) | 
+ 9) U3,o (— b_Ab_u + 8 b_s b_3: — b_u b351 yr- 2 
+4b2 91 — b_15 b_%) 
+-3[108_65_21(207+b_1d_1)+(d_1b_26+b_ub_16) 
SE] 


ya 











(0) 0—[3 b_s(öus,)’— u, +5u3,0[3°d_07, + + 
+3b-21:9 05,0] 
+5 us, 13° 6_6 (b_1 bs +2b_sb_1+b_ub_w) +. 
del ed 


A en 
+ 35-3 (d us,g)” 





Man bereehne zunächst die drei Grössen der ersten Gruppe 
aus den Üoefficienten von y" und zwar 


. Bo a $. 3 80,0, 
N Terra Te 


4b? , 
ın (1) b_u == b e 





—1 
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Hat man sich sodann die Werthe 


bmÜb_u = Abs 
—& 
gemerkt, so erhält man leicht die Grössen der zweiten Gruppe 
aus den Üoeffieienten von y-" 
k 3 
in, (0) bs — 9:8) u ee 


—1 








rt A 
$ 4 
3 Da 





ve 


dann aus den Üoefficienten von y°° 


j? 
in (0) b_3 =2-11-3° a in (2) ba = 


—1 


S 6 
93.5.7411-19. 02% 
2 F I 
3 D34 





8 
22.5.13-19-23-29 © 


inad)s02, 5 ER 
= 





ete. ete. Das allgemeine Glied hat die Gestalt: 


qa—1 


Ilse +1-+-» 
1 


q! De 





b_54y = 


Der Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder der Partial- 
functionen dritter Classe besitzt wiederum eine endliche An- 
zahl, nämlich 5 nach q lineare Factoren im Zähler und im 
Nenner: 


b_59-16 _ (59+13) 59410) (59+7) (59+4) 5941) 


Dt (+1) (a+2)(a+3) x (2g+1) 24 —2) 


ee) “t2 

















; (a>B). 
(+94 (49-6 
Die Reihe ist also convergent für 
s En 
Mod. (= - y') >i1; Mod. (—3°) el 
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und liefert somit für diesen Kreis drei Wurzeln der Glei- 
chung. 


i) Die übrigen zwei Wurzeln erhält man, indem man 
diese Werthe für 
































7 
= 3 
@ @ 
R0,0 AR 3 
Dr. (er sie z4 ml Ti 
‚eE f a 
(=5%3,0)? 
13 
B 0 
23:5.7.18-19. weg un 
air 3 31 KL ar , 
(543,9)? 
R 
1 Bo,0 Et 5 M,0 Zt 
= - : An 2 ? x 
Do 3 (—5 43,0)” ar 3 (—5u3, al m 
2 2 
u — 120 
£ 0,0 
a il (—5u;, 0)” 2 Zi ’ 
5 11 
=, 112 Be 26° 
4 0,0 ua 17-25 0,0 8 
Pi = 5 SEN SE, as 
(5u3,)° (583, ,)° 
17 
u. B 
22.5.13-19-23-29 0,0 rs 
4 310 al x A: - 
(583, .)° 
ın 
(4) 2% + 3m = I 
(3, 49,°+ 159° + 129,9, + 20u3,,0% = 0 
einsetzt. Es ergiebt sich dann ausser 
: R. 
1 En x 5 
en, 
( 3,0) ws 3, 0) 
5 
—120 
u ee 
(583, .) 


H. ScHAPIRA, Cofunctionen. I, 2. 


14 
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noch die identische Bedingungsgleichung, welche nach Division 
durch x* die Gestalt annimmt: 


2 
3 0=4(atöme) + (Baga str) 
5 a (—5%3,o) 


+ (Sue me +4 Ip 14 an ze 


2 


Daraus ergiebt sich zunächst für die eine Grösse der ersten 
Gruppe aus den Coefficienten von x° in (3) 


Al z 
S = Br I U3,0)? > 


dann aus dem Coefficienten von x£=°® der Werth für 


2 
7 Ro, 0 


SE D lg ‚e) 


und somit aus dem Üoefficienten von x! für 





br) 
2 


4 
5:13-17 Uo0,0 


E) 











2 re 19 
| els,0)l 
ete., und allgemein: 
a1 
Pl=5a+1+®% 5 
-g Be 
ER BF a 
g! 2“ Fer: 
(53,0) ° 


Der Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder einer 
Partialfunction zweiter Classe hat also wiederum die einfache 
Gestalt: 


ra ESAIACHHSHEH) | 
a5 Se 22 (+)(+) >= 2) 3) je >) e* 13,0) 


Die Reihe % (x) ist also convergent und liefert somit durch 
ihre zwei circumplexen Functionen zweiter Ulasse zwei Wurzeln 
der gegebenen Gleichung für 








ei > 
is ah 
a 
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5 e\> 
5 


Mod. (— 3) (a al 


also unter derselben Bedingung, unter welcher die Reihe f (#) 
die drei Wurzeln liefert. 
Für eine Gleichung mit constanten Coefficienten 


2-+ 42°+ 4,=0, 


heisst diese Bedingung wieder 


© 
Mod. (— 3) 2, >1, 


@) 


also genau die entgegengesetzte von der, welche wir im $17, (b) 
für dieselbe Gleichung gefunden haben, damit alle5 Wurzeln 
durch die fünf circumplexen Functionen einer Hauptfunction, 
welche durch eine Potenzreihe mit ganzzahligen Exponenten 
repräsentirt wird, ausgedrückt werden. 


B. Eine Hauptfunction liefert eine Wurzel und die vier 
circumplexen Functionen einer andern Hauptfunction 
die übrigen vier Wurzeln. 


Es bleiben noch die zwei Fälle übrig von den vier am 
Anfang des $ 17 angeführten Fällen einer trinomischen Glei- 
chung, nämlich der dort mit (c) bezeichnete 


DH gu) ei gu (a) — 0 
und derjenige, welcher von Hermite, Kronecker und Brioschi 


für die Lösung mit Hilfe der Modularfunctionen der elliptischen 
Functionen gewählte Fall (d) h 
| + Pl) 24 9,08) =. 

Für diese beiden Fälle soll noch die Lösung ausserhalb des 
Kreises um den Nullpunct, welcher bis zu den Verzweigungs-. 
puncten reicht (bei der trinomischen Gleichung liegen be- 
kanntlich alle Verzweigungspuncte auf der Peripherie eines 
Kreises) geliefert werden. Es wird sich dabei zeigen, dass 
beide Fälle, in welchen die Exponenten des jeweiligen mittleren 

14* 
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Gliedes sich zu 5 ergänzen (2 und 2!) wiederum zusammen- 
gehören, wie wir das bereits bei den Fällen (a) und (b), wo 
das mittlere Glied jeweils 2? und 2° war, gesehen haben. 
Dort wurden beide gelöst, indem wir unsere ursprüngliche 
Aufgabe dahin abänderten, dass anstatt einer Hauptfunction 
gwei auftraten, von denen die eine zwei und die andere drei 
Wurzeln liefern sollten. Für die gegenwärtigen zwei Fälle 
modifieiren wir in entsprechender Weise etwas anders unsere 
ursprüngliche 

Aufgabe. Wie müssen die Üoefficienten p (x) in der 
Gleichung 

Fa, )=P?’+9,@a)2 +9) RR) 

+9,@2+9@)=0 
beschaffen sein, damit eine Wurzel derselben durch eine 
Potenzreihe 
TI) =-UTUr nt u +: 

und die übrigen vier Wurzeln gleichzeitig durch die vier 
circumplexen Functionen vierter Classe von einer andern 
Potenzreihe 

()=n tm RP +- ee 
für jeden Werth von & repräsentirt werden; respective wie 
müssen dabei % (x) und f(x) beschaffen sein? — 

Auflösung. Ganz analog wie oben in $18 A sieht man 
auch hier direct ein, dass mit Berücksichtigung der Rela- 
tionen in $ 14 die Bedingungsgleichungen bestehen werden: 


(4) 3@) + 4m = — 9%), 

















Po P3 Po Pr 

(8) «|? pP, +2|% 2 +30 nn) 

Po P3 Pr er 
(2) 4 Pı Po Ps + 314 : | ER I=- mia), 

'D2 Pi Po Pı Po P3 Po 

| 
j; 5; j a Po P3 Pr | 
(I) “ 3; = r +43) 19: 9m 9% |=9(@), 
ie Be IP2 Pı 


P3 P2 Pı 
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Po P3 PR Pı 

| ) 
(0) a nl) 

P, Pı PM Ps 

| P3 Pa Pı P 





Für die Fälle, welche uns jetzt speciell interessiren, ist 
jedenfalls 
9) Mt, 
und ausserdem noch in dem einen Falle (c) 


9, (2) =) 


9, a). 
Nehmen wir nun den letzten Fall (d) an, so erhalten wir durch 
successive Substitution die Bedingungsgleichungen in der 
einfacheren Form: 
(4) 4p% 47 3) =, 
@) 29°+2mP +90, 
2) 920’ +2’) —- 10 =d, | 
(1) 22°? —4PıP3) — PP)’ — 205 9 = 92), 
0) TR’ + Ma) de) + ma) — I; 
oder 
() 2p? + 4m Pl) — 9) =. 

Nun kann man es allerdings so einrichten, dass auch 
nach dieser Methode die Wurzeln innerhalb jenes Kreises 
erscheinen, für welchen wir sie durch die 5 eircumplexen 
Functionen einer Hauptfunction oben in $ 15 bereits für alle 
cyklischen Gleichungen dargestellt haben. Würden wir 
2, ba tur . 

d) 2? -+ 50,1% :2-+ 0%, = 0 
annehmen, es sei = &-* und 

En ne ee En RER ET en 
so würde aus (0) folgen: 

= (9° + 9,0) +99 (na + aı)&t+ 
+ 5[la’@als + mas) ta-ıaılE +, 
woraus man successive die a berechnen könnte: 
ah 1 en { 


5 er er 5 ER A N 
No + 000; 4 = —— 0? 3 = FE = 20 


und in dem andern (d) 
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ete. Da wir aber ausserhalb jenes Kreises die Lösung wün- 
schen, so wollen wir die Vorraussetzung machen (welche 
übrigens, genau wie in A. sich durch einfache Betrachtungen 
a priori bestimmen lässt), es seien 


Tea) anne + anct + au at Haan 4, 


4 9 14 
4 2 35997 
[©)=0,% +ayn,o@'+a 9% OR Be. 
4 Sm YE Sr 
also: 
Po Eu d_ı VE + d_6 966 + Äd_ii ll m ae 
. 19 | 39 59 
4 irn A ee 
Ppı =4,% ER 19 % TE +4 59 X 4... 
> u, Ta a4 
4 34 54 
4 rl 377 
Dar GN ae a Ba 
=: ee 5:08 
er _239 - 89 
4. 4 ji 
RER a TE a 
-7 2% 2 


Setzt man diese Werthe in die obigen Bedingungsglei- 
chungen ein, so erhält man die identischen Gleichungen: 


(0) = (20 a—10%ı,1 700, 0) -- 4 (4! a, + 5 Qd_604, 1) ap 
+ 20(420 a-s+4_u0, 1)" 
+22, +4al antane datt 


N) O-|F +50) + dal „2a, a 


4 4 4 77 4. 





+20 „+ 8200, 0 


4 4 
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1 4 
2 
+a .(. „t2a, a a 
4 Di rn 
2 2 2 2 
+4,04 „— (audit .“.) Eat 
A ENTZ 
2 
ta .(e ae 2) 
EN 2, ER, 





(3) 0 (Bat,t2u, 0 )+(2a« Erna 
BE oe ® SR 


4 4 4 4 





+a „+ Wa-ı .) 


4 


+ (200 ae EV ee 


4 4 





+2a „a atda ct 0a_,a.) 


Aus (0) ergeben sich successive alle Coefficienten von 
P, , nämlich: 








5 
r Beogee R re 
m = — ; 
4 5a, ,' 4 (5@,,1)° 
&) 16) 
n ER: F 35 0 ats 
— il 7 1) —16 TEIITR 7 
4 (50,1) (do ’ 


Somit ist die eine Function %(x), welche eine Wurzel 
liefern soll, zugleich bestimmt, indem aus (4) die Werthe 
sich ergeben: 
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a? 








fr 7 ET TL ak 
N-ı = bauı J Tue a 
Fi En a5 Re t 
BE I (Se, Bat ; Warp “r = (5&, 1)" , etc. 


Das allgemeine Glied hat die Form 


g—1 


I (—5q—1-+r 
[| « 59—1-+A) en 


a ee (5 ee (> 1) 
und der Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder (dies- 
mal einer Partialfunction erster Ulasse, also der Reihe selbst) 
besteht wiederum für q > 5 immer aus fünf nach q linearen 
Factoren im Zähler und im Nenner, so dass derselbe nach 
Division von Zähler und Nenner durch 9° die Form hat: 


ee) 
059-1 a) (4-3 de De u 


Die Reihe ist also convergent und liefert eine Wurzel der 
Gleichung, so lange 











5%, 4 ) 
ei hau 
TEN Ge) 
Mod. ai 65, Br rel Mod: ()' Bil 
. 4 


also für 





2 +A2 4-0, 


de 

Dee 

ist, also genau die entgegengesetzte Bedingung, von der in 
$ 15. 

Die noch fehlenden drei Partialfunctionen p,, 9,, p, von 

f(x) bestimmen sich aus den drei übrigen Gleichungen (1), (2), 


(3) und zwar wiederum zunächst die Grössen der ersten 
Gruppe aus den Üoefficienten von x 


so lange 


u 
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3 4 r 2 a_ı, 
nl) a = 51; nß) a5 ir 
= en 2 a, 
4 4 = 
4 
3 
2 a_] 
n2) a u=-10 —-, 
= 4 
1 
4 
dann aus den Üoefficienten von x 
35 23205 a, 
1m (1) a u = — — : ın (3) da 99 = — —— 5 
ee Ss a? er 16 a? 
4; 1 4 j! 
4 A 
a’ 1 
in (2) a a = + 8580 B etc. etc. 
4 1 
us 
Das allgemeine Glied der BKeihe hat die Form 
del 
kl 549 +1+4:4) 
nn i Ne 
ee g: a 


q 
1 
4 


und der Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder in 
einer Partialfuncetion vierter Olasse hat wiederum die ein- 
fache Form 








G 59419 
een 
ga! 
4 
III) 





Er Br 2; (g>5). 
EEE) 


Die Reihe ist also convergent und liefert durch ihre vier 
circumplexen Functionen vierter Classe vier Wurzeln der ge- 
gsebenen Gleichung wiederum für 








va 

4 

\ = 5)? E D = F =5 

Mod. (, nn >) <1; Mod KChE as 


d. h. wiederum für 
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‚c# 
Se 


was wir beweisen wollten. 


>1, 





Ganz analog ist der noch unberücksichtigt gebliebene 
Fall (c) zu behandeln. 


Für 


(e) +9, W249) = 0, 


a) 2-0 Rd, 
verwandeln sich nämlich die obigen Gleichungen in 


(4) 3a) +4 +9) =d, 
(3) 22° + 29P; +29) +5) = 9; 
2) (m? + 23?) — 29 (9ı (0)? + 69, 9,(&) + 10p6°) = 9, 
(1) (P? — 29,23)? — (9,4239)? 

— p, (49, (@)? +44 p, 9, (x)? + 164p,° 9, (0) 42054?) = 0, 
O0) To’ + 9a) - Twm'+ pa) = 0 


(wobei die von p, unabhängigen Glieder mit den ent- 
sprechenden in dem soeben behandelten Falle d (pag. 215) 
vollkommen übereinstimmen). 
In unserem speciellen Beispiele 
9,(X) = IV4oRR; Pu(X) = vo. 
folgt aus (0), wenn man 
(2) = 08 + A-4000 + a0 + ua 


annimmt und im Resultate durch «7% dividirt: 
= ala +5V40) + [a-1g(de+ v4, % 4 v9,0]07°0 
+90, [ag (+ Va.) + 2 2 Re 3v4,0)]81®% + 
+5ao[a-14(0,+ 4 v4,,) +20 aa, + 2 1690) 

Ey 2v40 (02,4 30g9-00)} 2° +, 


und somit 
v0 vo, 
I = — Ivy; Ang ee Eee 
_ _ 
3 
v,,0 
140 BD 26 — Brrte , 


Y 
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etc. und allgemein 





a1 
kl 50+1+» . 
Vv 
ee ä em tg al), 
[ 


Der Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder der Partial- 
funetion erster Classe, d. h. der Reihe selbst, hat die Form: 


es else 
ru er m ages Tares Terra yay 
so dass die Reihe convergirt und eine”) Wurzel der ElSchene 


liefert, so lange 
le) 
«) <1 


En er 
Mod. (2 ji 2 & 


A, 
x 6) 
ist, wenn die Gleichung in der Form 


2? 4 BLZWER, ..g! + Vo 0: 2 - Aare, + A, —() 


gegeben ist. 
Damit ist auf Grund von (4) auch », zugleich gegeben 
und convergirt innerhalb desselben Kreises. Setzt man nun 


; (>35), 








et 








2 v> 
LEO, 9,0 4 2070.00 
Earl” nen TEE, 
p p & 
Q a Set 
> Er 4 4 
a 4a 910? +a 40? ee .., 
4 NEE =rE 
en 208 Et 
4 4 ae 
Pu ag TU go ra 160 7 ar 
4 SEE FF 
EL le 220 
4 4 Kt 
Doz, We rg® Ta 319% T% 510# ee, 
4 4 ar ' 





*) In den Fällen, wo eine Reihe nur eine Wurzel liefert, tritt gar 
keine Vieldeutigkeit bei der Bestimmung der Coefficienten auf, indem 
alle Bestimmungsgleichungen linear erscheinen; wenn aber eine Reihe 
k Wurzeln liefern soll, so sind alle Bestimmungsgleichungen bis auf 
eine ebenfalls linear, aber eine ist eine binomische kten Grades, 
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in (1), (2), (3) ein und dividirt dieselben resp. durch CR 
x®%, 273%, so erhält man: 























A; 
ar —... 
Be TE u ee, 3 
ir ee er ee 
4 s fi f 4 1 
2 2 \ 
U 01 ce ta e® ne 
AN A Ina dr 
5 ®, 
_— 
% 
c 2 1909 
4 1° @ 
2 
ae e® 2 
ee Ballır 
2 
. DO] 
ie & E er: Sg |. eh N) 
VAL, 4° Q 
2 1%, 
(O0 N Gin: 6 08 +2) 
BA 00a 8 ar @ 
+20 0% ig +2a , 26 
Tan a ee 
2 
2 Pr 27900 | 2-59 4 
a al 21 16 a® ’ 
ne 4° @ 
woraus sich successive die Werthe ergeben: \ 
2 
4 
a* TEL v0,0 ” DEZER 4 Vo,0 
N DV, DT 6.2 
4 ° 1° av! 
(594,0) 
3 5 
4 4 
7 v0 663 Y9,0 
ur: 32 119 @ 91 3 48 21) 
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S M 
f 
U; 131807 Fr IR 43263 90,0 
a ae 
5 (894,9)* ; (524,0)* 
und allgemein: 
ga—1 
ER +1 
Al (-5g —1-1-4) E7ae 
i v0 t 
er Ge), mer q! 49 gti I (q > Dr 
4 (594,0) 4 


Der Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder irgend 
einer !®" Partialfunction 4er Classe unserer Reihe hat wiederum 
die von © unabhängige und somit für alle Partialfunetionen, 
also auch für die Reihe selbst chararkteristische Form: 


[47 
(5 9+21) 
EREIER. 








a 
59-1 
er 


ee: 
rer ee 


Die Reihe ist also wiederum convergent und liefert zu- 
gleich durch ihre vier eircumplexen Functionen 4° Classe vier 
Wurzeln der gegebenen Gleichung unter denselben Be- 
dingungen, wie I(x) eine Wurzel liefert; und zwar ist die 
Bedingung genau die entgegengesetzte, wie in $ 15, so dass 
die Lösungen sich ergänzen. 

Somit ist die Lösung aller möglichen trinomischen 
Gleichungen 5!® Grades (deren ÜCoefficienten als Functionen 
von x® die einfachste Form haben) für alle Fälle durchgeführt 
und zwar so, dass in jedem Falle zugleich das ganze cy- 
klische System von Gleichungen mit gelöst wird. (In den 
Fällen, wo die Lösung nur für einen Werth von ! durch- 
geführt wurde, wird nach den früheren Angaben es sehr 
leicht sein, für die übrigen Werthe die Lösungen zu ergänzen.) 
Man sieht aber auch leicht, dass die Theorie unsrer Lösungen 
in ihrem Principe überhaupt unabhängig ist von der an- 
genommenen speciellen Form der Coefficienten; es kann viel- 





N Bi (g>5). 
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mehr die Gleichung eine vollständige und die Üoefficienten 
können gewisse Potenzreihen von x sein. Die Form der- 
jenigen Potenzreihen, welche im allgemeinern Falle sämmt- 
liche Wurzeln liefern sollen, wird dann nur etwas compli- 
eirter und deshalb haben wir als Beispiele diese specielleren 
Fälle ausführlich behandelt, welche später durch ihren Zu- 
sammenhang den Uebergang zum allgemeineren Fall illustriren 
sollen. 








Schlussbemerkungen. 


a) Die ausführliche Durchführung der verschiedenen For- 
men der Lösungen für die speciellen trinomischen Gleichungen 
5ten Grades wäre an sich nicht nöthig gewesen, da es möglich 
ist, jede derselben auf die andern zurückzuführen, indess wird 
es sich zeigen, dass bemerkenswerthe*Beziehungen zwischen 
den einzelnen Fällen stattfinden, die das Bestreben, sie des- 
halb alle nebeneinander aufzustellen, rechtfertigen dürften. 
Ausserdem wird es sich deutlicher bei der Behandlung des 
allgemeinen Falles herausstellen, dass diese Beispiele geeignet 
sind, jenen allgemeinen Fall besser zu beleuchten. 

b) Was den allgemeinen Fall betrifft, so muss noch 
zwar gar vieles von dem, was in diesem Abschnitte angedeutet 
worden ist, ausführlicher behandelt werden (das soll in den 
weitern Abschnitten geschehen); jedoch darf ich wohl, glaube. 
ich, annehmen, dass in der gegenwärtigen Arbeit der Haupt- 
zweck der Anwendung unserer Cofunctionen auf die Lösung 
algebraischer Gleichungen klar genug hervortritt, indem keine 
principiellen Schwierigkeiten vorliegen, auch für die Dar- 
stellung in der Umgebung beliebiger Verzweigungspunkte 
dieselbe elementare Behandlung, welche lediglich auf Gesetzen, 
die aus identischen Gleichungen, aus elementaren zahlen- 
theoretischen Congruenzen sich ergeben und auf dem ein- 
zigen Begriffe der Convergenz einer Reihe basirt, weiter 
durchzuführen. 

c) Wichtig ist folgende Bemerkung. Für die trinomische 
Gleichung genügen deshalb zwei Lösungen, eine innerhalb 
eines Kreises um den Nullpunct und eine andere ausserhalb 
dieses Kreises (oder um den Unendlichkeitspunct), weil in 
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derselben, wie Gauss bereits bemerkt hat, alle Verzweigungs- 
puncte auf der Peripherie des Kreises liegen. Der Zweck 
unserer ersten Methode für die Erweiterung der Lösung auf 
die ganze Ebene bei dem allgemeinen Falle ($ 10), welche in 
einer Anwendung der Fuchs’schen Substitution 


_ fi 
wg (w) 
besteht, charakterisirt sich darin, dass sie durch eine vor- 
geschriebene Abbildung der Ebene jeden allgemeinen Fall 
auf einen solchen zurückführt, wo sämmtliche Verzweigungs- 
puncte auf der Peripherie eines Kreises liegen. Dieses soll 
später ausführlich behandelt werden. 
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